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ВВЕДЕНИЕ

Математика является не только мощным средством решения прикладных задач и универсальным языком науки, но также и элементом общей культуры. Поэтому математическое образование следует рассматривать как важнейшую составляющую фундаментальной подготовки специалистов.
Пособие охватывает основные разделы математики, изучаемые в школьном курсе средней школы. В пособии также рассматриваются методы решения задач, вызывающие наибольшие затруднения у учащихся. Материал может быть использован в качестве контроля знаний, а также для самопроверки и самоанализа, для подготовки для поступления в высшие учебные заведения. Цель пособия – ознакомить учащихся с заданиями, предлагавшимися ранее на ЕГЭ по математике.

Пособие предназначено для преподавателей математики ССУЗов и для обучающихся.

Тема I.

Упрощение выражений

I. Формулы сокращенного умножения
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II. Свойства степеней

1.) 
[image: image11.wmf](

)

n

n

n

b

a

ab

×

=


2.) 
[image: image12.wmf]n

m

n

m

a

a

a

+

=

×


3.) 
[image: image13.wmf]n

n

n

b

a

b

a

=

÷

ø

ö

ç

è

æ


4.) 
[image: image14.wmf]n

m

n

m

a

a

a

-

=


5.) 
[image: image15.wmf](

)

n

m

n

m

a

a

×

=


6.) 
[image: image16.wmf]m

m

a

a

1

=

-


7.) 
[image: image17.wmf]m

n

m

n

a

a

=


8.) 
[image: image18.wmf]1

0

=

a


III. Решение упражнений

1. Вычислить:
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Решение:
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2. Вычислить:
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Решение:
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3. Вычислить:


[image: image28.wmf]0

)

7

(

4

4

)

1

(

3

3

)

2

(

)

3

(

2

2

)

4

(

)

5

(

)

6

(

=

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

-

×

-

×

x

y

x

x

y

x

y

y

x

x

y

y

x

x

y

y

x


Решение:
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4. Вычислить:
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Решение:
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5. Вычислить:
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6. Упростить:
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Решение:
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3) 
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7. Вычислить:
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8. Упростить:
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9. Упростить:
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Решение:

Обозначим 
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, тогда получим


[image: image52.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

4

2

4

4

4

6

6

6

6

6

6

3

3

3

3

3

3

6

6

3

3

2

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

6

3

3

6

3

3

3

3

3

3

3

3

2

3

3

3

3

3

3

3

3

7

7

2

3

3

2

2

1

3

3

3

6

3

6

6

6

2

2

4

2

2

3

xy

y

x

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

b

a

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

a

b

b

a

a

a

b

b

b

a

b

b

a

a

-

=

×

-

=

+

×

-

=

-

×

×

+

×

-

=

=

-

+

×

-

+

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

=

=

-

×

×

+

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

+

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

×

-

×

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

×

×

×

×

+

×

-


10. Сократить дробь:
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Решение:
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Аналогично: 
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Таким образом:
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11. Упростить:
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12. Вычислить:
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13. Вычислить:
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14. Вычислить:
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Решение: 

Внесем второй сомножитель под знак корня. Так как сомножитель отрицателен, то знак «минус» остается снаружи.

Получим:
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IV. Банк заданий для самостоятельной работы

1). Вычислить:
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2). Вычислить:
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3) Вычислить:
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4) Упростить:
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5) Вычислить:
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6) Вычислить:
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7) Вычислить:
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Тема II.

Прогрессии

I. Арифметическая прогрессия

О1: Последовательность чисел называется арифметической прогрессией, если каждое последующее число отличается от предыдущего на одну и ту же величину, называемую разностью прогрессии.

Обозначение 
[image: image69.wmf](
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Арифметическая прогрессия задается тремя величинами – первым членом 
[image: image70.wmf]1

a

, разностью 
[image: image71.wmf]d

 и количеством членов 
[image: image72.wmf]n

.

Формула 
[image: image73.wmf]n

-го члена: 
[image: image74.wmf](

)

1

1

-

+

=

n

d

a

a

n


Формулы суммы 
[image: image75.wmf]n

 членов:
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[image: image78.wmf](

)

0

0

<

>

¸

d

при

d

при

a

n


Формула среднего арифметического:


[image: image79.wmf]2
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II. Геометрическая прогрессия

О2: последовательность чисел называется геометрической прогрессией, если каждое последующее число может быть получено из предыдущего умножением на одну  и ту же величину, называемую знаменателем прогрессии.

Обозначение 
[image: image80.wmf](
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Геометрическая прогрессия задается тремя величинами – первым членом 
[image: image81.wmf]1
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, разностью 
[image: image82.wmf]d

 и количеством членов 
[image: image83.wmf]n
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Формула 
[image: image84.wmf]n

-го члена: 
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Формула суммы 
[image: image86.wmf]n

 членов:
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Свойство среднего геометрического:


[image: image89.wmf]1
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III. Решение задач

Задача №1: 

Найти сумму всех четных натуральных чисел до 100 включительно:

2+4+6+8+…+100
Решение:

	Дано:
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Ответ: 
[image: image101.wmf]2550
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Задача № 2:

Найти седьмой член геометрической прогрессии, если 
[image: image102.wmf]2
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[image: image103.wmf]635
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Решение:

	Дано:
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Ответ: 
[image: image115.wmf]320
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Задача № 3:

Сколько надо взять членов арифметической прогрессии 
[image: image116.wmf];...,
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 чтобы получить сумму, равную 10877.

Решение:

	Дано:


[image: image117.wmf](
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Ответ: 
[image: image130.wmf]73
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Задача № 4:

В арифметической прогрессии 11 членов. Первый, пятый и одиннадцатый члены ее составляют геометрическую прогрессию. Найти третий член арифметической прогрессии, если первый ее член равен 24.

Решение:

	Дано:
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[image: image138.wmf]1
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Ответ: 
[image: image147.wmf]30
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Задача № 5:

Сумма второго и четвертого членов арифметической прогрессии равна 12, Найти пятый член прогрессии.

Решение:

	Дано:


[image: image148.wmf](
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Ответ: 
[image: image161.wmf]0
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Задача № 6:

Разность арифметической прогрессии равна 1, а суммы первых четырех ее членов равна 4. Найти третий член прогрессии.

Решение:

	Дано:


[image: image162.wmf](
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Ответ: 
[image: image170.wmf]2
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Задача № 7:

Сумма первых 
[image: image171.wmf]n

членов арифметической прогрессии задана формулой 
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Решение:

	Дано:
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Ответ: 
[image: image179.wmf]2
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Задача № 8:

Найти сумму первых одиннадцати членов арифметической прогрессии, если сумма третьего, пятого и десятого членов равна 18.

Решение:

	Дано:
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Ответ: 
[image: image188.wmf]66
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Задача № 9:

Найти знаменатель убывающей геометрической прогрессии, если произведение ее первого и четвертого членов равно 108, а разность между третьим и вторым членами равна -3.

Решение:

	Дано:
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 Решая второе уравнение системы, получим
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Ответ: 
[image: image205.wmf].
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Задача № 10: 

Четыре числа составляют возрастающую геометрическую прогрессию, в которой сумма первых двух членов равна 5, а сумма последних двух равна 20. Найти первый член прогрессии.

Решение:

	Дано:
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Разделив вторую строку на первую, получим 
[image: image213.wmf]4
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Так как по условию прогрессия возрастает, то 
[image: image215.wmf]2
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Ответ: 
[image: image218.wmf]3
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Задача № 11:

Найти первый член убывающей геометрической прогрессии, если произведение ее первых трех членов равно 8, а их сумма равна 
[image: image219.wmf]3
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.

Решение:

	Дано:
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Решая второе уравнение системы, находим 
[image: image228.wmf]3
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[image: image229.wmf]3
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[image: image230.wmf]3

1

=

b

.

	
[image: image231.wmf]?

1

=

b


	


Ответ: 
[image: image232.wmf]3
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Задача № 12:

Сумма первых 
[image: image233.wmf]n

 членов  геометрической прогрессии задана формулой 
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Решение:

	Дано:
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Ответ: 
[image: image241.wmf]9
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Задача № 13:

Сумма 
[image: image242.wmf]n

 первых членов последовательности определяется формулой 
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. Доказать, что эта последовательность является арифметической прогрессией.

Решение:
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Так как 
[image: image249.wmf]const

d

=

=

4

, то данная последовательность является арифметической прогрессией.

Задача № 14:

Доказать, что последовательность, общий член которой 
[image: image250.wmf]n
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, является геометрической прогрессией и найти сумму первых восьми членов.

Решение:
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- верно, значит последовательность является геометрической прогрессией. 
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Ответ: 
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Задача № 15:

Сумма чисел 
[image: image260.wmf]z
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 равна 25. Числа 
[image: image261.wmf]z

y

x

,

2

,

 являются последовательными числами арифметической прогрессии, а числа 
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 - последовательными членами геометрической прогрессии.

Найти 
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Решение:

По условию задачи 
[image: image264.wmf]25
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. Принимая во внимание  основные  свойств членов геометрической и арифметической прогрессий, имеем еще два уравнения: 
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Из первого  и второго уравнений системы находим 
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, а затем из второго  и третьего уравнений системы находим: 
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Ответ: 
[image: image270.wmf](
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IV. Банк задач для самостоятельного решения

Задача № 1: 

Разность  арифметической прогрессии равна 2, а пятнадцатый член ее равен -10. Найти первый член прогрессии.

Ответ: 
[image: image271.wmf]38
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.

Задача № 2:

Знаменатель геометрической прогрессии равен 2, а сума шести ее членов равна 189. Найти первый член прогрессии.

Ответ: 
[image: image272.wmf]3
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Задача № 3:

Арифметическая прогрессия содержит 10 членов. Сумма членов, стоящих на четных местах, равна 50, а сумма членов, стоящих на нечетных местах равна 35. Найти первый член прогрессии.

Ответ: 
[image: image273.wmf]5

1

-

=

a

.

Задача № 4:

Третий член арифметической прогрессии в 4 раза больше первого, а пятый член прогрессии равен 14. Найти второй член прогрессии.

Ответ: 
[image: image274.wmf]5
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Задача № 5:

Четыре числа составляют возрастающую геометрическую прогрессию, в которой сумма первый двух членов равна 2, а сумма последних двух равна 18. Найти первый член прогрессии.

Ответ: 
[image: image275.wmf]2
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Задача № 6:

Сумма первых 
[image: image276.wmf]n

членов геометрической прогрессии задана формулой 
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. Найти  
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Ответ: 
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Задача № 7:

Найти знаменатель убывающей геометрической прогрессии, если произведение ее шестого и девятого членов равно 160, а сума седьмого и восьмого членов равна 28.

Ответ: 
[image: image280.wmf]5
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Тема III.

Дробно-рациональные уравнения и неравенства

I. Дробно-рациональные уравнения

Рациональные уравнения решаются сведением к квадратным, причем для понижения степени нужно разумным образом используя симметрию исходного уравнения, выбрать замену.

II. Решение уравнений и неравенств

1. Решить уравнение:
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Ответ: 
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2. Решить уравнение:
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Ответ: 
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3. Решить уравнение:
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Ответ: 
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4. Решить уравнение:
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Ответ: 
[image: image322.wmf]14
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5. Решить уравнение:
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Ответ: 0.

6. Решить уравнение:
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Решение:
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[image: image331.wmf]1

1

=

x

 - посторонний корень.
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Ответ: 6.

7. Решить уравнение:
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Решение:
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)

(

)

3

5

32

3

1

+

-

=

+

-

x

x

x

x



[image: image335.wmf](

)

(

)

ï

î

ï

í

ì

=

-

-

¹

-

¹

=

ï

î

ï

í

ì

-

=

-

-

¹

32

5

1

5

3

5

32

1

3

x

x

x

x

x

x

x



[image: image336.wmf];
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Ответ: 9

8. Найти рациональные корни уравнения:
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Решение:

Введем замену 
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. Уравнение примет вид: 
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. Его корни 
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 Возвращаясь к неизвестной  
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В соответствии с условием 
[image: image345.wmf]3
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 и 
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 отбрасываем.

Ответ: 
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9. Найти рациональные корни уравнения
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Решение:

С помощью замены 
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 уравнение сводится к квадратному. 
[image: image350.wmf].
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Из четырех корней только два рациональны.

Ответ: 
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10. Найти рациональные корни уравнения
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Решение:

Уравнение решается заменой 
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Ответ: 
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11. Решить уравнение: 
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Решение:

Уравнение решится, если его переписать в виде 
[image: image357.wmf](
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 и сделать замену 
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Ответ: 
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12. Решить неравенство:
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Решение:
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 [image: image368.png]



Ответ: 
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13. Решить неравенство.
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Решение:
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Ответ: 
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14. Решить неравенство.
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Рассмотрим функцию 
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Нули функции: 
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2) При 
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3) При 
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Ответ: 
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III. Банк задач для самостоятельного решения

1. Решить уравнение:


[image: image401.wmf]5

6

2

2

2

2

+

+

=

+

-

+

x

x

x

x

x


Ответ: 
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2. Найти рациональные корни уравнения:
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Ответ: 
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3. Найти целые корни уравнения:
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Ответ: 
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4. Решить неравенство:
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Ответ: 
[image: image408.wmf](

)

(

)

4

;

2

2

;

1

È

Î

x

.

5. Решить неравенство:
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Ответ: 
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Тема IV.

Иррациональные уравнения и неравенства

I. Иррациональные уравнения

При решении иррационального уравнения формально избавляемся от иррациональностей, сводя уравнение к рациональному. Появляющиеся при этом возможные «побочные» корни, (они могут входить в область допустимых значений) отсеиваем с помощью проверки. Иногда решение упрощается при помощи разумно выбранной замены неизвестной.

II. Решение иррациональных уравнений

1. Решить уравнение:


[image: image411.wmf]4

5

5

=

-

+

+

x

x



[image: image412.wmf]2

5

4

5

x

x

-

-

=

+



[image: image413.wmf]x

x

x

-

+

-

-

=

+

5

5

8

16

5



[image: image414.wmf]2

5

8

16

2

x

x

-

-

=

-



[image: image415.wmf](

)

x

x

x

-

=

+

-

5

64

256

64

4

2



[image: image416.wmf]x

x

x

64

320

256

64

4

2

-

=

+

-



[image: image417.wmf]64

4

2

=

x



[image: image418.wmf]16

2

=

x



[image: image419.wmf]4

±

=

x

.

Проверка.
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Ответ: 
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2. Решить уравнение:
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Пусть 
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Проверка:

1) Если 
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Значит 
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2) Если 
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Значит 
[image: image446.wmf]1
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 - корень исходного уравнения.

Ответ: 
[image: image447.wmf].
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3. Решить уравнение:
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Решение:

Введем новую неизвестную 
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В новых обозначениях уравнение примет вид 
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. Далее избавляемся от иррациональности
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Для 
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 получаем два уравнения:
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Проверка: 
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Ответ: 
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4. Найти наибольший корень уравнения:
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Решение:
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Ответ: 11.

5. Решить уравнение:
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Решение:

После замены 
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Корень удовлетворяет исходному уравнению.

Ответ: 
[image: image483.wmf].
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6. Решить уравнение:


[image: image484.wmf]x

x

x

x

-

=

-

+

+

+

2

3

6

2

2


Решение:

Перепишем уравнение в виде 
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Оба корня удовлетворяют исходному уравнению.

Ответ: 
[image: image489.wmf].
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III. Иррациональные неравенства

При возведении в квадрат неравенства также можно приобрести побочные решения, но в отличие от уравнений отсечение побочных решений с помощью проверки невозможно и приходится внимательно следить за эквивалентностью совершаемых преобразований. Безнаказанно можно возводить в квадрат лишь неравенства, правая и левая части которых положительны.

IV. Решение иррациональных неравенств

1. Решить  неравенство:
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Решение:
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Ответ: 
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2. Решить неравенство:
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Решение:


[image: image495.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image496.wmf](
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Ответ: 
[image: image497.wmf](
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3. Решить неравенство:
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Решение:
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Ответ: 
[image: image500.wmf](
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4. Решить неравенство:
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Решение:

Решим методом интервалов:


[image: image502.wmf]0

1

1

1

2

³

-

+

-

+

x

x

x


Область определения левой части 
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Решим вспомогательное уравнение.
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Остается определить знаки левой части неравенства на промежутках, на которые разбита ее область определения.
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Ответ: 
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V. Банк заданий

1. Решить уравнение:
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Ответ: 
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2. Решить уравнение:
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Ответ: 
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3. Решить уравнение:
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Ответ: 
[image: image514.wmf].
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4. Найти наибольший корень уравнения:
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Ответ: 
[image: image516.wmf].
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5. Решить неравенство:
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Ответ: 
[image: image518.wmf](
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6. Решить неравенство:
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Ответ: 
[image: image520.wmf](
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Тема V.

Уравнения и неравенства с модулем

I. Теория

Модуль действительного числа определяется соотношением
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Неравенства с модулем раскрываются так:

1) 
[image: image522.wmf]a

x

a

a

x

£

£

-

<=>

£


2) 
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[image: image524.wmf]a
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Решение уравнений или неравенств, содержащих неизвестную под знаком модуля, производится на основе его определения путем перебора вариантов знаков выражения, стоящего под знаком модуля. Уравнение либо неравенство с модулем таким образом заменяется на равносильную систему, не содержащую модулей.

II. Решение уравнений и неравенств с модулем
1. Решить уравнение: 
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Решение:


[image: image526.wmf]3

5

;

0

5

3

=

=

-

x

x




[image: image527.png]
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Ответ: 
[image: image529.wmf].
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2. Решить уравнение: 
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Решение:
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Возведем его в квадрат:
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Ответ: 
[image: image534.wmf]2
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3. Решить уравнение:
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Решение:


[image: image536.wmf]2
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[image: image537.png]
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Ответ: 
[image: image539.wmf][
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4. Решить уравнение:
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Решение:
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Ответ: 
[image: image542.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image543.wmf]3
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5. Найти корень уравнения 
[image: image544.wmf]x
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Решение:
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Из трех подсистем вторая имеет корень 
[image: image549.wmf]3
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, при чем этот корень лежит на указанном отрезке 
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Ответ: 
[image: image551.wmf]3
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6. Решить неравенство:
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Решение:

Данное неравенство равносильно двойному неравенству:
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Ответ: 
[image: image554.wmf](

)

3

;

2

Î

x

.

7. Найти длину промежутка, на котором выполнено неравенство: 
[image: image555.wmf]18
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Решение:

Заменим исходное неравенство на равносильное:


[image: image556.wmf](
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Неравенство выполняется при 
[image: image557.wmf]7
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, и длина этого интервала 
[image: image558.wmf](
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8. Найти наибольшее целое решение неравенства 
[image: image559.wmf]4
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Решение:

Избавившись от знака модуля, решаем получившиеся неравенства методом интервалов


[image: image560.wmf](
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Решение первой системы – совокупность интервалов 
[image: image561.wmf](
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. Объединяя, получим решение исходного неравенства: 
[image: image563.wmf](

)

(

)

2

5

1

;

1

1

;

4

+

È

-

. Так как правый конец последнего интервала 
[image: image564.wmf](
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, наибольшее целое значение, удовлетворяющее исходному неравенству, 
[image: image565.wmf]8
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9. Найти наибольший корень уравнения 
[image: image566.wmf]1
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Решение:

[image: image567.png]
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1

+

-


В соответствии с рисунком, учитывая знак квадратного трехчлена, стоящего под модулем, заменяем исходное уравнение на равносильную систему
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Первая подсистема имеет корень 
[image: image571.wmf]113
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, вторая 
[image: image572.wmf]2
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. Поскольку второй корень, очевидно, больше первого, получим ответ.

Ответ: 
[image: image573.wmf]2
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III. Банк заданий

1. Решить уравнение:
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Ответ: 
[image: image575.wmf]5
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2. Найти корень уравнения, 
[image: image576.wmf]2
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, принадлежащий промежутку 
[image: image577.wmf]ú
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Ответ: 
[image: image578.wmf]9
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3. Найти наименьший корень уравнения 
[image: image579.wmf]8
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Ответ: 1.

4. Найти наибольшее целое решение неравенства: 
[image: image580.wmf]11
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Ответ: 1.

5. Найти наименьшее натуральное решение неравенства: 
[image: image581.wmf]2
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Ответ: 6.

Тема VI.

Уравнения вида 
[image: image582.wmf]0

2

3

=

+

+

+

d

cx

bx

ax


I. Теория

Уравнения вида 
[image: image583.wmf]0
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 решаются при помощи теории Безу.

Алгоритм решения:

1) Раскладываем на простые множители свободный член уравнения 
[image: image584.wmf]d

 и старший коэффициент уравнения 
[image: image585.wmf]a

.

2) Составляем возможные рациональные корни уравнения путем деления простых множителей свободного члена и самого свободного члена на простые множители старшего коэффициента и на сам старший коэффициент. Перед возможными рациональными  корнями ставим знак «
[image: image586.wmf]±

».

3) Делаем проверку, тем самым определяем истинные рациональные корни.

4) В соответствии с теорией Безу многочлен 
[image: image587.wmf]d
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 делим без остатка на двучлен 
[image: image588.wmf](
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[image: image589.wmf]1
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- истинный рациональный корень. Полученное частное от деления приравниваем к 0 и решаем квадратное уравнение. Найденные решения уравнения являются иррациональными корнями данного уравнения.

5) В ответе записываем найденные рациональные и иррациональные корни уравнения.

II. Решить уравнение:
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Решение:

Так как свободный член уравнения 
[image: image591.wmf]5
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, то возможные рациональные корни уравнения имеют вид:
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. Проверкой убеждаемся, что 
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В соответствии с теоремой Безу многочлен 
[image: image596.wmf]15
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 делится без остатка на двучлен 
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Таким образом 
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Ответ: 
[image: image611.wmf]2
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III. Банк заданий

Решить уравнения:

1) 
[image: image612.wmf]0
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Ответ: 
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2) 
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Ответ: 
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