§ 7. Самостоятельная работа  по теме «Логарифмические уравнения 

и логарифмические неравенства»

Цели: 

1) Обобщить теоретические знания по теме «Логарифмические уравнения»

2) Обобщить теоретические знания по теме «Логарифмические неравенства».
Теоретический материал
Логарифмическая функция, ее свойства и график

Определение. Функция вида 
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 называется логарифмической. 

Свойство 1. Область определения логарифмической функции – множество всех положительных чисел, так как логарифм определен только для положительных чисел.

Свойство 2. Множество значений логарифмической функции – множество всех действительных чисел.

Свойство 3. Логарифмическая функция 
[image: image3.wmf]x

y

a

log

=

 является возрастающей, если 
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                      Рис. 1.
Рис. 2.
Логарифмическая функция

График логарифмической функции пересекает ось абсцисс в точке 
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Определение. Функции, которые строго возрастают или строго убывают, называются монотонными.

Исходя из этого определения, можно сделать вывод, что логарифмическая функция является монотонной: функция 
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 строго возрастает, если 
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Свойство монотонности логарифмической функции используется при решении неравенств.

Утверждение. Пусть 
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. Если выполняется неравенство 
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Логарифмические уравнения
Определение. Уравнение, в котором неизвестное содержится под знаком логарифма, называется логарифмическим. 

При решении некоторых логарифмических уравнений часто появляются такие значения переменной, которые не являются  корнями исходного уравнения. Такие значения неизвестного называются посторонними корнями. Поэтому при решении таких уравнений необходимо обязательно делать проверку либо находить область допустимых значений уравнения.

Пример 1. Решить уравнение 
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Решение. Найдем ОДЗ данного логарифмического уравнения. Так как логарифм существует только на множестве положительных чисел, то 
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.Запишем исходное уравнение в виде: 
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. Так как равны два логарифма по одному и тому же положительному, отличному от единицы основанию, 
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Ответ: 
[image: image25.wmf]2

=

x

.

Пример 2. Решить уравнение 
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Решение. Прологарифмируем 
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. Так как равны два логарифма по одному и тому же положительному, отличному от единицы основанию, 
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. Решая полученное квадратное уравнение, получаем корни 
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Ответ: 
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Пример 3. Решить уравнение 
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Решение. Найдем ОДЗ данного логарифмического уравнения. Так как логарифм существует только на множестве положительных чисел, то 

ОДЗ: 
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. Используя свойства логарифма, получаем 
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. Так как равны два логарифма по одному и тому же положительному, отличному от единицы основанию, 
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. Решая полученное квадратное уравнение, получаем корни 
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Ответ: 
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Пример 4. Решить уравнение 
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Решение. Найдем ОДЗ данного логарифмического уравнения. Так как логарифм существует только на множестве положительных чисел, то 

ОДЗ: 
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. Запишем исходное уравнение в виде: 
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. В данном уравнении можно вынести общий множитель за скобки, то есть 
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. Произведение нескольких множителей равно нулю тогда и только тогда, когда один из множителей равен нулю, а другой при этом существует. Отсюда:
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Ответ: 
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Пример 5. Решить уравнение 
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Решение. ОДЗ: 
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Используя свойства логарифма, запишем уравнение в виде 
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. Так как равны два логарифма по одному и тому же положительному, отличному от единицы основанию, 
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.  Решаем данное дробно-рациональное уравнение. Получаем:
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Ответ: 
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Пример 6. Решить уравнение 
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Решение. ОДЗ: 
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Далее прологарифмируем 
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. Используя свойства логарифма, запишем уравнение в виде 
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. Так как равны два логарифма по одному и тому же положительному, отличному от единицы основанию, 
[image: image80.wmf]1

2

,

0

2

¹

>

, то  и равны  их подлогарифмические выражения, то есть 
[image: image81.wmf]4

4

)

4

)(

1

)(

1

(

=

+

+

-

-

x

x

x

x

. Решаем данное уравнение: 
[image: image82.wmf](

)

0

3

2

4

1

2

2

=

-

-

Û

=

-

x

x

x

. Это уравнение имеет корни 
[image: image83.wmf]1

,

3

2

1

-

=

=

x

x

. Второй корень 
[image: image84.wmf]1

2

-

=

x

 не удовлетворяет ОДЗ.

Ответ: 
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Пример 7. Решить уравнение 
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Решение. ОДЗ: 
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Используя свойства логарифма, запишем уравнение в виде 
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ОДЗ: 
[image: image95.wmf]ï

î

ï

í

ì

¹

+

¹

+

¹

-

0

2

1

0

4

1

0

1

t

t

t


[image: image96.wmf]Û


[image: image97.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

-

¹

-

¹

¹

2

1

4

1

1

t

t

t
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Приводим подобные слагаемые.
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[image: image101.wmf].
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Возвращаемся к замене.
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Ответ: 
[image: image107.wmf]2

2

,

4

=

=

x

x

.

Пример 8. Решить уравнение 
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Решение. 
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Приведем все логарифмы к основанию 
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 EMBED Equation.3  [image: image113.wmf](
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Пример 9. Решить уравнение 
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Логарифмические неравенства
Определение. Неравенство, в котором неизвестная содержится под знаком логарифма, называется логарифмическим.

Виды логарифмических неравенств
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Пример 10. Решить неравенство 
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Решение. Прологарифмируем 
[image: image146.wmf]2

: 
[image: image147.wmf]16

log

2

4

=

. Тогда неравенство примет вид: 
[image: image148.wmf]16

log

log

4

4

<

x

. Так как основание логарифма 
[image: image149.wmf]1

4

>

, то функция 
[image: image150.wmf]x

y

4

log

=

 возрастает, значит, меньшему значению функции соответствует меньшее значение аргумента. Отсюда 
[image: image151.wmf]16

0

16

0

<

<

Û

î

í

ì

<

>

x

x

x

.

Ответ: 
[image: image152.wmf]16

0

<

<

x

.

Пример 11. Решить неравенство 
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Решение. Прологарифмируем 
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Пример 12. Решить неравенство 
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Решение. Прологарифмируем 
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Ответ: 
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Пример 13. Решить неравенство 
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Решение. Прологарифмируем 
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В системе получили квадратные неравенства, которые решаются графическим методом. Решаем каждое неравенство в отдельности.

1) 
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. Для начала необходимо найти корни квадратного трехчлена. Для этого приравняем его к нулю 
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. Наносим полученные корни на числовую ось (рис. 3). Чертим схематично параболу, ветви которой направлены вверх. 
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Рис. 3.
Решениями первого неравенства системы являются 
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. Аналогично решаем второе неравенство системы. 

Решая квадратное уравнение 
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Решением данного неравенства является промежуток 
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Запишем полученные значения в систему:
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Ответ: 
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Пример 14. Решить неравенство 
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Решение. Используя свойства логарифмов, запишем неравенство в следующем виде: 
[image: image188.wmf](
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 возрастает, значит, меньшему значению функции соответствует меньшее значение аргумента. Данное неравенство равносильно следующей системе: 
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Квадратное неравенство 
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, как и в предыдущем примере, решаем графически. Найдем нули квадратного трехчлена 
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 и наносим их на числовую ось (рис. 4). 
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Рис. 4
Отсюда, решение квадратного неравенства: 
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Запишем все решения неравенств в систему: 
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Ответ: 
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Пример 15. Решить неравенство 
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Решение. Прологарифмируем 
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 убывает, значит, большему значению функции соответствует меньшее значение аргумента.


[image: image204.wmf]ï

î

ï

í

ì

£

+

-

>

Û

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

£

+

-

-

>

>

Û

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

£

+

-

>

+

>

-

5

1

2

10

10

5

1

2

10

2

10

5

1

2

10

0

2

0

10

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

.

Решаем дробно-рациональное неравенство: 
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Запишем решения в систему неравенств: 
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Ответ: 
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Пример 16. Решить неравенство 
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Решение. Прологарифмируем 
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. Основание логарифма содержит переменную, поэтому рассмотрим два случая, когда 
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1) Рассмотрим случай, когда 
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Решаем второе неравенство системы 
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2) Рассмотрим второй случай, когда 
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Ответ: 
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Пример 17. Решить неравенство 
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Решение. Запишем исходное неравенство в виде: 
[image: image229.wmf](

)

(

)

21

10

log

2

1

4

log

2

+

-

³

+

x

x

x

x

x

. Умножим обе части данного неравенства на 
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. Применяя свойства логарифма, запишем неравенство в виде: 
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. Основание логарифма содержит переменную, поэтому рассмотрим два случая, когда 
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1) Рассмотрим случай, когда 
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. В этом случае преобразованное неравенство равносильно следующей системе неравенств: 
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2) Рассмотрим случай, когда 
[image: image237.wmf]1
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. В этом случае преобразованное неравенство равносильно следующей системе неравенств:
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Ответ: 
[image: image239.wmf](
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Пример 18. Решить неравенство 
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Решение. ОДЗ: 
[image: image241.wmf]0
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. Данное неравенство решаем методом введения новой переменной. Пусть 
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2) 
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Нам необходимы те значения 
[image: image247.wmf]x

, при которых исходное неравенство принимает неотрицательные значения, то есть 
[image: image248.wmf][
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. Полученный интервал полностью принадлежит ОДЗ, поэтому он является решением исходного неравенства.

Ответ: 
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Пример 19. Решить неравенство 
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Решение. Приведем логарифмы к одинаковому основанию, используя основные свойства логарифма. Неравенство примет вид: 
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. Данное логарифмическое неравенство решаем методом введения переменной. Пусть 
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. Запишем это двойное неравенство в виде системы неравенств: 
[image: image255.wmf]î

í

ì

£

³

2

1

t

t

. Теперь возвращаемся к замене. Запишем систему неравенств, добавив ОДЗ: 
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. Прологарифмируем правые части неравенств, тогда система примет вид: 
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. В системе первое неравенство – это ОДЗ исходного неравенства. Оно выполняется, если выполняется второе неравенство системы, поэтому его не надо решать. Можно записать систему в виде: 
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. Далее решаем каждое квадратное неравенство в отдельности. 

1) 
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Ответ: 
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Задания для самостоятельной работы
1.Подготовить ответы на основные вопросы темы.

2. Выполнить задания.
1. Вопросы

1) логарифмическая функция, ее свойства и график;

2) определение логарифмического уравнения;

3) методы решения логарифмических уравнений;

4) логарифмические неравенства;

5) виды логарифмических неравенств.

2. Практические задания
Задание 1. Решить уравнения
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Задание 2. Решить неравенство
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§ 8. Самостоятельная работа по теме «Предел функции»

Цели: 

1)обобщить знания по теме числовая последовательность;

2)обобщить знания по теме предел функции.
Теоретический материал

Числовые последовательности
Определение. Бесконечной числовой последовательностью называется числовая функция, определенная на множестве натуральных чисел. 

В общем случае бесконечная числовая последовательность записывается следующим образом: 
[image: image304.wmf]...

;

;

...

;

;

;

3

2

1

n

a

a

a

a

или 
[image: image305.wmf](

)

n

a

. Число 
[image: image306.wmf]1

a
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 - это второй член последовательности, … , 
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-й член последовательности или общий. Числа 
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 - номера соответствующих членов последовательности.

Способы задания числовой последовательности
Числовая последовательность считается заданной, если указан способ, который позволяет найти любой член последовательности.
1) Словесный способ заключается в том, что с помощью математических терминов можно задать последовательность.

Пример 1. Последовательность четных чисел 
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Пример 2. Последовательность простых чисел 
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Пример 3. Последовательность положительных чисел, кратных пяти 
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2) Аналитический способ заключается в том, что задана формула 
[image: image314.wmf]n

-го члена, при помощи которой можно найти абсолютно любой член числовой последовательности.

Пример 4. Найти 
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Решение. 
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Ответ: 
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Пример 5. Найти первые три члена числовой последовательности, если 
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Решение. 
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Ответ: 
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3) Рекуррентный способ заключается в том, что указывается правило, позволяющее вычислить общий член числовой последовательности, через предыдущие, и задается несколько начальных членов последовательности. 

Определение. Формула, позволяющая вычислить общий член последовательности через предыдущие члены, называется рекуррентной формулой.

Пример 6. Найти первые четыре члена последовательности, если 
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Решение. 
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Ответ: 
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Пример 7. Найти второй и третий член последовательности, если 
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Решение. 
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Ответ: 
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Монотонные последовательности
К монотонным последовательностям относятся:

1) строго возрастающая последовательность, если каждый предыдущий член больше последующего, то есть 
[image: image329.wmf]1
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2) строго убывающая последовательность, если каждый предыдущий член меньше последующего, то есть 
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3) возрастающая, последовательность, если каждый последующий член не меньше предыдущего, то есть 
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4) убывающая, если каждый предыдущий член не меньше последующего, то есть 
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Предел числовой последовательности
Определение. Число 
[image: image333.wmf]a

 называется пределом числовой последовательности 
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Предел обозначается 
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Определение. Последовательность, имеющая предел, называется сходящейся.

Определение. Последовательность, не имеющая предел, называется расходящейся. 

Теоремы о пределах последовательностей
Теорема 1. Если последовательности 
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, то есть предел суммы конечного числа последовательностей, имеющих пределы, существует и равен сумме пределов этих последовательностей.

Теорема 2. Если последовательности 
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, то есть предел произведения конечного числа последовательностей, имеющих пределы, существует и равен произведению этих пределов. 

Теорема 3. Если последовательности 
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Следствие 1. Постоянный множитель можно вынести за знак предела, то есть 
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Следствие 2. Если последовательности 
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Пример 8. Найти предел
[image: image359.wmf]n
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Решение. 1) Числитель и знаменатель данной числовой последовательности представляют собой расходящиеся последовательности, поэтому здесь невозможно применить теорему о пределе частного. В этом случае необходимо и числитель и знаменатель разделить на 
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. От этого дробь не изменится. Затем применим теоремы о пределах последовательности. 
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Пример 9. Найти предел 
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Решение. Аналогичную работу проводим во втором примере. Делим                        числитель и знаменатель на 
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 в старшей степени, то есть 
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Предел функции. Основные теоремы о конечных пределах
Пусть функция 
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 определена в некотором промежутке, содержащем точку 
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. Из области определения данной функции выберем произвольную последовательность значений аргумента 
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Всякой последовательности 
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Если окажется, что любая последовательность 
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,… имеет своим пределом число 
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Определение. Число 
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 называется пределом функции 
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Если функции 
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 имеют конечные пределы, то справедливы следующие теоремы:

Теорема 1. 
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, т.е. предел алгебраической суммы функций равен алгебраической сумме пределов этих функций. Данная теорема распространяется на любое фиксированное число слагаемых.

Теорема 2. 
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, т.е. предел произведения 2-х функций равен произведению пределов этих функций. Данная теорема распространяется на любое фиксированное число сомножителей.

Следствие. Постоянный множитель можно выносить за знак предела: 
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Теорема 3. 
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Теорема 4. Если 
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 существует и конечен, то можно переходить к пределу в основании степени при постоянном показателе, 
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 - это постоянное число.

Примеры 10. Найти предел 
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Решение.  
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Пример 11. Найти предел 
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lim

2

2

+

®

x

x

.

Решение. 
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Теорема 5 Можно переходить к пределу в показателе степени при постоянном основании. Если 
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Пример 12. Найти предел 
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Теорема 6. Можно переходить к пределу под знаком логарифма. Если 
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Пример 13. Найти предел 
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Решение. 
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При вычислении пределов часто используются следующие, так называемые «замечательные пределы»:

1) Первый замечательный предел 
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Пример 14. Найти предел
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Решение. 
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2) Второй замечательный предел 
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 – иррациональное число (
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Пример 15. Найти предел 
[image: image426.wmf]2

5

1

1

lim

+

¥

®

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

x

x

x

.
Решение. 
[image: image427.wmf][
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Определение. Выражения вида 
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 – называют неопределенностями, которые раскрываются с помощью пределов.

Пример 16. Найти предел 
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Решение. Непосредственная подстановка предельного значения аргумента 
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 приводит к неопределенности вида 
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. В данном примере нельзя пользоваться теоремой частного, так как знаменатель равен нулю. Для того чтобы раскрыть эту неопределенность, необходимо представить квадратные трехчлены числителя и знаменателя в виде произведения линейных множителей, воспользовавшись следующей формулой: 
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Отсюда 
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, так как дискриминант квадратного трехчлена равен 
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Аналогично 
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Теперь условие примера перепишем в другом виде и продолжим решение.
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Пример 17. Найти предел 
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Решение. Подстановка предельного значения аргумента 
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. Для того чтобы раскрыть данную неопределенность, необходимо умножить и  числитель, и знаменатель на выражение сопряженное числителю, то есть на сумму 
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Пример 18. Найти предел 
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Решение. Обозначаем 
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Пример 19. Найти предел 
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Решение. При 
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 является неопределенностью вида 
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Пусть 
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Пример 20. Найти предел 
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Решение. Непосредственная подстановка предельного значения аргумента 
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. Для того чтобы раскрыть данную неопределенность, необходимо разложить числитель дроби на множители: 
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Пример 21. Найти предел 
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Решение. Непосредственная подстановка предельного значения аргумента 
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Пример 22. Найти предел 
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Решение. В данном примере при непосредственной подстановке предельного значения аргумента 
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Пример 23. Найти предел 
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Решение. В данном примере при непосредственной подстановке предельного значения аргумента 
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 в старшей степени. В нашем случае нужно разделить на 
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Пример 24. Найти предел 
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Решение. В данном примере при непосредственной подстановке предельного значения аргумента 
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. Для того чтобы раскрыть данную неопределенность умножим и числитель, и знаменатель на произведения выражения сопряженного числителю на выражение сопряженное знаменателю, то есть на произведение выражений 
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Тогда получим  предел:
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Задания для самостоятельной работы
1.Подготовить ответы на основные вопросы темы.

2. Выполнить задания.
1. Вопросы
1) Постоянные и переменные величины;

2) Понятие функции;
3) Область определения функции
4) Определение числовой последовательности;

5) Виды числовых последовательностей;

6) Способы задания числовых последовательностей;

7) Предел последовательности;

8) Теоремы о пределах последовательности;
9) Первый замечательный предел

10) Второй замечательный предел
11) Предел функции;

12) Теоремы о пределах функции

13) Раскрытие неопределенностей.
2. Практические задания
Задание 1. Найти первые шесть членов числовой последовательности, если задан 
[image: image505.wmf]n

-й член последовательности

1) 
[image: image506.wmf]n

n

n

a

2

3

2

+

=

;



2) 
[image: image507.wmf]1

3

2

+

=

n

n

a

n

;

3) 
[image: image508.wmf]3

1

)

1

(

n

a

n

n

+

-

=

;

4) 
[image: image509.wmf]1

)

1

(

3

2

2

+

-

+

=

n

n

a

n

n

;

5) 
[image: image510.wmf]8

)

1

(

2

n

n

n

a

-

+

=

;

6) 
[image: image511.wmf]1

5

2

2

+

=

n

n

a

n

;

7) 
[image: image512.wmf]4

)

1

(

1

1

-

-

+

=

n

n

a

;


8) 
[image: image513.wmf]2

2

)

1

(

n

a

n

n

-

-

=

;

9) 
[image: image514.wmf]n

n

a

n

2

5

2

2

-

+

=

;

10) 
[image: image515.wmf]3

2

n

n

n

a

n

+

=

;



11) 
[image: image516.wmf]n

a

n

n

)

1

(

1

-

+

=

;

12) 
[image: image517.wmf]n

n

n

a

2

3

1

+

=

;

13) 
[image: image518.wmf]n

a

n

n

4

)

1

(

1

1

2

-

-

+

=

;

12) 
[image: image519.wmf]4

1

3

2

-

+

-

=

n

n

n

a

n

;

15) 
[image: image520.wmf]5

)

1

(

3

2

-

-

=

+

n

a

n

n

.

Задание 2. Найти первые четыре члена числовой последовательности, если задана рекуррентная формула
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Задание 3. Найти предел числовой последовательности
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Задание 3. Найти предел функции
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Задание 4. Найти предел функции
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Задание 5. Найти предел функции

1) 
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§ 9 Самостоятельная работа по теме «Производная функции»

Цели: 
1)обобщить теоретические знания по теме производная функции;

2) рассмотреть алгоритмы решений заданий по теме «Производная»;

3) формировать ответственность, самоконтроль.

Теоретический материал

Приращение аргумента и приращение функции
Пусть дана непрерывная функция 
[image: image565.wmf])
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. Значение аргумента 
[image: image566.wmf]0

x

 является начальным значением, а значение 
[image: image567.wmf]x

 - конечным. 

Определение. Приращение аргумента – это разность между конечным значением аргумента и начальным значением аргумента, то есть 
[image: image568.wmf]0
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.

Определение. Каждому значению аргумента 
[image: image569.wmf]x

 соответствует одно определенное значение функции 
[image: image570.wmf])
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 и каждому приращению аргумента соответствует приращение функции. 

Определение. Приращением функции называется разность между значением функции в конечном значении аргумента 
[image: image571.wmf]x

 и значением функции в начальном значении аргумента 
[image: image572.wmf]0
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, то есть 
[image: image573.wmf])
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Утверждение. Приращение функции может быть положительным, отрицательным или нулем.
Определение. Если начальное значение аргумента 
[image: image574.wmf]0
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, а его приращение 
[image: image575.wmf]x
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, то конечное значение равно 
[image: image576.wmf]x
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. Начальным и конечным значениями функции будут соответствовать 
[image: image577.wmf])
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 и 
[image: image578.wmf])
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. Отсюда получим формулу для приращения функции в точке 
[image: image579.wmf]0
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[image: image580.wmf])
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Пример 1. Найти приращение аргумента и приращение функции, если  
[image: image581.wmf]5
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Решение. 
[image: image582.wmf]3

2

5

=

-

=

D

x



[image: image583.wmf]18
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Ответ: 
[image: image586.wmf]105
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.
Производная функции
Пусть мы имеем функцию 
[image: image587.wmf](
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, определенную в некотором промежутке. При каждом значении аргумента 
[image: image588.wmf]x

 из этого промежутка функция 
[image: image589.wmf](
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 имеет определенное значение. Пусть аргумент 
[image: image590.wmf]x

 получил некоторое приращение 
[image: image591.wmf]x
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. Тогда функция 
[image: image592.wmf]y

 получит некоторое приращение 
[image: image593.wmf]y
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. Таким образом, при значении аргумента 
[image: image594.wmf]x

 будем иметь 
[image: image595.wmf](
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, при значении аргумента 
[image: image596.wmf]x
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 будем иметь 
[image: image597.wmf](
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Найдем приращение функции 
[image: image598.wmf]y

D

: 
[image: image599.wmf](
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. Составим отношение приращения функции к приращению аргумента: 
[image: image600.wmf](
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, найдем предел этого отношения при  
[image: image601.wmf]0
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[image: image602.wmf](
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Определение. Производной функции 
[image: image603.wmf](
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 по аргументу 
[image: image604.wmf]x

 называется предел отношения приращения функции 
[image: image605.wmf]y
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 к приращению аргумента 
[image: image606.wmf]x
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, когда последнее стремится к нулю. Производную данной функции 
[image: image607.wmf](
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Пример 2. Найти производную функции 
[image: image610.wmf]7
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, используя определение
Решение. Найдем значение функции в точке 
[image: image611.wmf]0
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[image: image612.wmf]7
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. Далее находим значение функции в точке 
[image: image613.wmf])
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[image: image614.wmf]7
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. Составляем предел разностного отношения:


[image: image615.wmf]5
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Ответ: 
[image: image616.wmf]5
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Пример 3. Найти производную функции 
[image: image617.wmf]x
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, используя определение.
Решение. Найдем значение функции в точке 
[image: image618.wmf]0

x

:
[image: image619.wmf]0
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. Далее находим значение функции в точке 
[image: image620.wmf])
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. И последний шаг, составляем предел разностного отношения:
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[image: image623.wmf]3

2

)

3

2

(

lim

0

0

0

-

=

D

-

D

+

D

=

®

D

x

x

x

x

x

x

.

Ответ: 
[image: image624.wmf]3
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В таблице 1 приведены значения производных от элементарных функций.

Таблица 1
Таблица основных производных
	№
	Функция
	Производная функции

	1
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Продолжение таблицы 1
	9
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Правила дифференцирования
1) Производная постоянной равна нулю, то есть если 
[image: image660.wmf]c
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, где 
[image: image661.wmf]c

 - число, то 
[image: image662.wmf]0
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2)Постоянный множитель можно вынести за знак производной,  то есть если 
[image: image663.wmf])
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3) Производная суммы (разности) конечного числа дифференцируемых функций равна соответствующей сумме (разности) производных этих функций. Если 
[image: image666.wmf])
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4) Производная от произведения двух дифференцируемых функций равна произведению производной первой функции на неизменную вторую функцию плюс произведение неизменной первой функции на производную от второй функции. Если 
[image: image668.wmf])
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5) Производная частного от деления двух функций равна дроби, у которой знаменатель есть квадрат функции, стоящей в знаменателе, а числитель есть разность между произведением знаменателя на производную числителя и произведение числителя на производную знаменателя. Если 
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Пример 4. Найти производную функции 
[image: image672.wmf]11
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Решение. В данном примере необходимо применить правила дифференцирования, а затем воспользоваться таблицей основных производных. Тогда получим: 
[image: image673.wmf](
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Ответ: 
[image: image674.wmf]7
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Пример 5. Найти производную функции 
[image: image675.wmf]4
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Решение. Для начала запишем функцию в виде: 
[image: image676.wmf]4
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. Теперь можно взять производную от функции, используя правила дифференцирования 
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Ответ: 
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Пример 6. Найти производную функции 
[image: image679.wmf]1
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Решение. Для начала запишем функцию в виде: 
[image: image680.wmf]1
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Ответ: 
[image: image682.wmf]4
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Пример 7. Найти производную функции 
[image: image683.wmf]x
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Решение. В данном примере воспользуемся четвертым правилом дифференцирования 
[image: image684.wmf](
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Ответ: 
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Пример 8. Найти производную функции 
[image: image686.wmf]x
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Решение. В данном примере воспользуемся пятым правилом дифференцирования, то есть производной частного:
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Ответ: 
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Пример 9. Найти производную функции 
[image: image689.wmf]x
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Решение. Запишем данную функцию в виде 
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Исходная функция преобразована, сейчас воспользуемся таблицей 1. 
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Ответ: 
[image: image694.wmf]5

2

3

x

y

-

=

¢

.

Пример 10. Найти производную функции 
[image: image695.wmf]x
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Решение. В данном примере воспользуемся пятым правилом дифференцирования, то есть производной частного: 
[image: image696.wmf](
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Ответ: 
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Геометрический смысл производной
Рассмотрим график дифференцируемой функции 
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 и 
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 из области определения данной функции. Отметим на ее графике две точки с координатами: 
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 (рис. 1). При стремлении 
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[image: image705.wmf]A

. В тоже время прямая 
[image: image706.wmf]AB

 приближается к некоторой предельной прямой, которая является касательной к графику функции 
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Рассмотрим 
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 - это угол, образованный касательной с положительным направлением оси абсцисс.
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Рис. 1. Геометрический смысл производной
Утверждение. Геометрический смысл производной состоит в том, что значение производной 
[image: image716.wmf](
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 равняется тангенсу угла наклона касательной к графику функции 
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Пример 11. Найти угол наклона касательной, если 
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Решение. Сначала находим производную функции 
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Ответ: 
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Пример 12. Найти угол наклона касательной, если 
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Решение.  Сначала находим производную функции 
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2

)

(

-

=

¢

x

e

x

f
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Ответ: 
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Уравнение касательной к графику функции: 
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Утверждение. Если производная 
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Пример 13. Написать уравнение касательной к графику функции 
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Решение. Производная функции 
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Ответ: 
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Пример 14. Написать уравнение касательной к графику функции 
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Решение. Производная функции 
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Ответ: 
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Производная сложной функции
Определение. Если 
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 является функцией от 
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, а 
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 в свою очередь зависит от переменной 
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Пусть дана сложная функция 
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 называется промежуточным аргументом. 
Утверждение. Производная сложной функции равна произведению производной данной функции по промежуточному аргументу 
[image: image771.wmf]u

 на производную промежуточного аргумента  по основному 
[image: image772.wmf]x

.
В таблице 2 представлены производные от основных сложных функций. 

Таблица 2
Формулы производных сложной функции
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Пример 15. Найти производную функции 
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Решение. Применяя формулы производной сложной функции, получаем:
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Ответ: 
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Пример 16. Найти производную функции 
[image: image790.wmf](

)

4

1

3

+

=

x

arctg

y

.
Решение. 
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Ответ: 
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Пример 17. Найти производную функции 
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Решение. 
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Ответ: 
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Пример 18. Найти производную функции 
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Решение. Запишем функцию в виде 
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Ответ: 
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Пример 19. Найти производную функции 
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Решение. 
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Пример 20. Найти производную функции 
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Решение. 
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Производные высших порядков
Определение. Производная 
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 и, в свою очередь, тоже может иметь производную. Производная от производной первого порядка называется производной второго порядка от функции 
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Определение. Производная 
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Пример 21. Найти производную третьего порядка функции 
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Решение. 1) Найдем производную первого порядка 
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. Чтобы найти производную второго порядка, необходимо найти производную от производной первого порядка: 
[image: image817.wmf]x
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Ответ: 
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Пример 22.Найти производную третьего порядка от функции 
[image: image820.wmf]x
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Решение. Запишем функцию в виде 
[image: image821.wmf]2
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. Далее находим производные от данной функции: 
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Ответ: 
[image: image826.wmf]7
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Исследование функции с помощью производной

Возрастание и убывание функции
Теорема. Пусть функция 
[image: image827.wmf])
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 дифференцируема на некотором промежутке. Если во всех точках некоторого промежутка 
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Ответ: функция возрастает при 
[image: image832.wmf]2
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; функция убывает при 
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Пример 23. Найти интервалы возрастания и убывания функции 
[image: image834.wmf]11

3

)

(

3

+

-

=

x

x

x

f

.
Решение. Находим производную функции: 
[image: image835.wmf]3
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. Далее определим, при каких значениях аргумента производная функции положительна, то есть  
[image: image836.wmf]0
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. Решаем данное квадратное неравенство, оно выполняется при 
[image: image837.wmf]1
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. Далее определим, при каких значениях аргумента производная функции отрицательна, то есть  
[image: image838.wmf]0
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. Решаем данное квадратное неравенство, оно выполняется при 
[image: image839.wmf]1
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Ответ: функция возрастает на промежутках 
[image: image840.wmf](
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; функция убывает на интервале 
[image: image841.wmf](

)

1

;

1

-

Î

x

.
Экстремум функции 
Определение. Точка 
[image: image842.wmf]0
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 называется точкой максимума функции, если для всех 
[image: image843.wmf]x

 из окрестности точки 
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 выполняется неравенство 
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 Определение. Точка 
[image: image846.wmf]0

x

 называется точкой минимума функции, если для всех 
[image: image847.wmf]x

 из окрестности точки 
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Определение. Точки максимума и минимума функции называются точками экстремума.

Необходимое условие существования экстремума: если функция 
[image: image850.wmf](
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 в точке 
[image: image851.wmf]0
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 имеет экстремум, то производная 
[image: image852.wmf](
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 равна нулю или не существует.
Определение. Точки, в которых производная равна нулю или не существует, называются стационарными. 
Утверждение. Не всякая стационарная точка является точкой экстремума. При установлении стационарных точек, их необходимо исследовать. 

Алгоритм нахождения экстремума функции
1. Найти производную функции 
[image: image853.wmf](
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2. Приравнять её к нулю, т. е. 
[image: image854.wmf](

)

0

'

'

=

=

x

f

y

, и найти стационарные точки.

3. Определить знак производной 
[image: image855.wmf](
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 слева и справа от каждой стационарной точки.

4. Если при переходе аргумента 
[image: image856.wmf]x

 через стационарную точку 
[image: image857.wmf]0
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а) производная функции меняет знак с плюса на минус, то 
[image: image858.wmf]0
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 есть точка максимума;

б) производная функции меняет знак с минуса на плюс, то 
[image: image859.wmf]0
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 есть точка минимума;

в) производная функции не меняет знака, то в точке 
[image: image860.wmf]0
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 нет экстремума.
Пример 24. Найти точки экстремума функции 
[image: image861.wmf]x
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Решение. Производная функции равна 
[image: image862.wmf]36
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. Приравниваем производную к нулю: 
[image: image863.wmf]0
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. Решая квадратное уравнение, находим две стационарные точки: 
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. При переходе через стационарную точку 
[image: image865.wmf]2
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 производная функции меняет знак с плюса на минус.  Поэтому точка 
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 - точка максимума. При переходе через стационарную точку 
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 производная функции меняет знак с минуса на плюс. Поэтому точка 
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Ответ: 
[image: image869.wmf]2
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Применение производной к исследованию графиков функций
Для построения графика функции при помощи производной, необходимо пользоваться следующим алгоритмом:

1) найти область определения функции;

2) найти производную;

3) найти стационарные точки;

4) найти промежутки возрастания и убывания функции;

5) найти точки экстремума и значения функции в этих точках;

6) результаты исследования занести в таблицу;

7) найти точки пересечения с осями координат.

Пример 25. Построить график функции 
[image: image871.wmf]x
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Решение. 1) О.О.Ф. 
[image: image872.wmf]R
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2) Производная функции равна: 
[image: image873.wmf]1
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3) Находим стационарные точки: 
[image: image874.wmf]0
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[image: image875.wmf]3
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4) Функция возрастает на промежутках 
[image: image877.wmf]3
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; функция убывает на интервале 
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5) Производная при переходе через стационарную точку  
[image: image880.wmf]3
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 меняет знак с плюса на минус, поэтому точка 
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 - точка максимума.  Производная при переходе через стационарную точку  
[image: image882.wmf]1
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 меняет знак с минуса на плюс, поэтому точка 
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 - точка минимума. Найдем значения функции в этих точках: 
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6) Запишем результаты исследования в таблицу:
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7) Находим точки пересечения с осями координат: 

1. 
[image: image903.wmf]0
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, значит, график функции проходит через начала координат; 
2. находим  точки пересечения с осью абсцисс, для этого решаем уравнение 
[image: image904.wmf]0
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. Значения функции в данных точках, уже было найдено.
Найдем значения функции еще в двух точках: 
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9

2

1

2

1

2

2

1

2

1

2

3

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

f

 и 
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Рис. 2. График функции 
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Задания для самостоятельной работы
1.Подготовить ответы на основные вопросы темы.

2. Выполнить задания.
1. Вопросы

1) Определение производной функции;

2) Таблица производных от элементарных функций;

3) Геометрический смысл производной;

4) Основные правила дифференцирования;

5) Правила дифференцирования сложных функций;

6) Производные высших порядков;

7) Возрастание и убывание функции;

8) Экстремумы функции;

9) Построение графика функции при помощи производной.
2. Практические задания
Задание 1. Найти производную следующих функций

1) 
[image: image913.wmf]1

2

3

2

5

)

(

2

4

-

+

-

=

х

х

х

x

f

;

2) 
[image: image914.wmf]11

2

3

4

5

)

(

2

4

+

-

+

-

=

x

x

x

x

f

;

3) 
[image: image915.wmf]х

е

х

x

f

-

=

4

20

)

(

;


4) 
[image: image916.wmf]2

cos

3

)

(

x

x

x

f

+

=

;

5) 
[image: image917.wmf]15

7

13

3

1

5

9

)

(

3

5

-

+

-

=

х

х

х

x

f

;
6) 
[image: image918.wmf]14
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Задание 2. Найти производную следующих функций
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Задание 3. Найти промежутки возрастания и убывания функции
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Задание 4. Построить график функции с помощью производной
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