§ 4. Самостоятельная работа по теме 
«Тригонометрические уравнения и неравенства»
Цели:
1) обобщить знания по теме тригонометрические функции;

2) обобщить знания по теме «Тригонометрические уравнения»

3) обобщить знания по теме «Тригонометрические неравенства»

Тригонометрические функции
1. Функция 
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Определение. Кривая, являющаяся графиком функции 
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График функции 
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 изображении на рисунке 1. Перечислим основные свойства этой функции.

1. Область определения – множество 
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 всех действительных чисел.

2. Множество значений – отрезок 
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3. Функция 
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4. Функция 
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5. Функция 
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возрастает на отрезках 
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убывает на отрезках 
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6. Функция 
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 принимает:

наибольшее значение, равное 
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значение, равное нулю, при 
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Рис.1. График функции 
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2. Функция 
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График функции 
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 изображении на рисунке 2. Перечислим основные свойства этой функции:

1. Область определения – множество 
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 всех действительных чисел.

2. Множество значений – отрезок 
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3. Функция 
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 - периодическая с периодом 
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4. Функция 
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5. Функция 
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возрастает на отрезках 
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убывает на отрезках 
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6. Функция 
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 принимает:

наибольшее значение, равное 
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наименьшее значение, равное 
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Рис. 2. График функции 
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3. Функция 
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График функции 
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 изображении на рисунке 3. Перечислим основные свойства этой функции.
Основные свойства функции 
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1. Область определения – множество 
[image: image45.wmf]R

 всех действительных чисел, кроме 
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2. Множество значений – множество 
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 всех действительных чисел.
3. Функция 
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 - периодическая с периодом 
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4. Функция 
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5. Функция 
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 возрастает на интервалах 
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6. Функция 
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 принимает значение, равное нулю, при 
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Рис. 3. График функции 
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4. Функция 
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График функции 
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 изображении на рисунке 4. Перечислим основные свойства этой функции:
1. Область определения – множество 
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 всех действительных чисел, кроме 
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2. Множество значений – множество 
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 всех действительных чисел.
3. Функция 
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 является периодической с периодом 
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4. Функция 
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5. Функция 
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6. Функция 
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 принимает значение, равное нулю, при 
[image: image72.wmf]Z

k

k

x

Î

=

,

p

.
[image: image73.png]<
Finsa | [, ..

. -3; -
N R,.

y=ctgx
-
Q) n Ed i 5
N % N 2N X

| |




Рис. 4. График функции 
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Арксинус числа
Определение. Арксинусом числа 
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, синус которого равен 
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Так как множеством значений функции 
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 является отрезок 
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Определение арксинуса можно записать следующим образом: 
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Пример 1. Вычислить:
1)
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Решение. 1) 
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Утверждение. Арксинус отрицательного числа вычисляется по следующей формуле 
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Пример 2. Вычислить
1) 
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Решение. 1) 
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Уравнения вида 
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В таблице 1 приведены все случаи для решения уравнений вида 
[image: image93.wmf]a

x

=

sin

.

Таблица 1

Формулы нахождения корней уравнения вида 
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	Уравнение
	Формулы решения
	Частные случаи
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Пример 3. Решить уравнение 
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Решение. 1) 
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Ответ: 
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Пример 4. Решить уравнение 
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Решение. По третьему частному случаю находим 
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Ответ: 
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Пример 5. Решить уравнение 
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Решение. По второму частному случаю находим 
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. Умножим обе части уравнения на три: 
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Ответ: 
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Пример 6. Решить уравнение 
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Решение. Для начала необходимо избавиться поделить обе части уравнения на коэффициент, стоящий перед синусом, то есть 
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Ответ: 
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Пример 7. Решить уравнение 
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Решение. Так как 
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Ответ: решений нет.

Пример 8. Решить уравнение 
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Решение. Данное уравнение можно записать в виде 
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Ответ: 
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Пример 9. Решить уравнение 
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Решение. Приравняем данное выражение к нулю: 
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Пример 10. Решить уравнение 
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Решение. Произведение двух множителей равно нулю тогда и только тогда, когда один из множителей равен нулю, а другой при этом существует. 1) 
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Ответ: 
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Арккосинус числа
Определение. Определение. Арккосинусом числа 
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[image: image158.wmf]a

.

Так как множеством значений функции 
[image: image159.wmf]x
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 является отрезок 
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 имеет смысл только 
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Определение арксинуса можно записать следующим образом: 
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Таким образом, чтобы убедиться в том, что 
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, необходимо проверить, что выполняются условия: 1) 
[image: image165.wmf]p

a

£

£

0

; 2) 
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Пример 11. 
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Утверждение. Для любого 
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Пример 12.  
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Пример 13. Вычислить  1) 
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Решение. 1) 
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Уравнения 
[image: image180.wmf]a
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В таблице 2 приведены все случаи решения уравнения вида 
[image: image181.wmf]a
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.

Таблица 2

Формулы для нахождения корней уравнения вида 
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Пример 14. Решить уравнение 
[image: image197.wmf]0
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Решение. Используем формулу для первого частного случая, то есть 
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Ответ: 
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Пример 15. Решить уравнение 
[image: image202.wmf]1
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Решение. Для того чтобы решить данное уравнение необходимо использовать второй частный случай, 
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Ответ: 
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Пример 16. Решить уравнение 
[image: image206.wmf]1
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Решение. Для того чтобы решить данное уравнение необходимо использовать третий частный случай, то есть 
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Ответ: 
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Пример 17. Решить уравнение 
[image: image210.wmf]3
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Решение. Данное уравнение можно записать в виде 
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. Далее воспользуемся общей формулой 
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Ответ: 
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Пример 18. Решить уравнение 
[image: image216.wmf]5
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Решение. Данное уравнение можно записать в виде 
[image: image217.wmf]2
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. Так как 
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Ответ: решений нет.

Пример 19. Решить уравнение 
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Решение. Данное уравнение можно записать в виде 
[image: image221.wmf]2
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Ответ: 
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Пример 20. Решить уравнение 
[image: image228.wmf]x
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Решение. Запишем уравнение в виде: 
[image: image229.wmf]1
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. Используя формулы сложения, получаем 
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Ответ: 
[image: image233.wmf]Z

k

k

x

Î

=

,

p

.
Пример 21. Решить уравнение 
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Ответ: 
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Арктангенс числа
Определение. Арктангенсом числа 
[image: image246.wmf]a

 называется такое число 
[image: image247.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image248.wmf]÷
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тангенс, которого равен числу 
[image: image249.wmf]a

.

Так как функция 
[image: image250.wmf]tgx
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 на интервале 
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 принимает все действительные значения, то выражение 
[image: image252.wmf]arctga

 имеет смысл при любом действительном 
[image: image253.wmf]a

.

Определение арктангенса коротко можно записать следующим образом:  
[image: image254.wmf]a
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Утверждение. Для любого действительного 
[image: image255.wmf]a

 выполняется равенство: 
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Пример 22. Вычислить
1) 
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Решение. 1) 
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Арккотангенс числа
Определение. Арккотангенсом числа 
[image: image265.wmf]a

 называется такое число 
[image: image266.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image267.wmf](
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 котангенс, которого равен числу 
[image: image268.wmf]a

.

Так как функция 
[image: image269.wmf]ctgx
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 на интервале 
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 принимает все действительные значения, то выражение 
[image: image271.wmf]ar
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 имеет смысл при любом действительном 
[image: image272.wmf]a

.

Определение арккотангенса коротко можно записать следующим образом: 
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Утверждение. Для любого действительного 
[image: image274.wmf]a

 выполняется равенство 
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Пример 23. Вычислить
: 1) 
[image: image276.wmf](

)

1

3

-

-

arcctg

arcctg

; 

2) 
[image: image277.wmf](

)

3

1

-

+

arcctg

arcctg

; 3) 
[image: image278.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

3

1

3

3

5

arcctg

arcctg

;
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Решение. 1) 
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)

(

)

12

5

4

6

1

6

1

3

p

p

p

p

=

+

=

-

-

=

-

-

arctg

arcctg

arcctg

;

2) 
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4) 3
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Уравнения 
[image: image285.wmf]a
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Рассмотрим уравнение 
[image: image286.wmf]a
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Так как функция 
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, то для  того чтобы найти корни данного уравнения, достаточно найти все его решения на любом отрезке длины 
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. По определению арктангенса при любом действительном 
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 имеет один корень 
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Для того чтобы получить все решения уравнения 
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Пример 24. Решить уравнение 
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Решение. По формуле 
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. Из полученного выражения найдем 
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Ответ: 
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Пример 25. Решить уравнение 
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Решение. Данное уравнение можно записать в виде 
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Ответ: 
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Пример 26. Решить уравнение 
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Решение. Данное уравнение можно записать в виде 
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Ответ: 
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Пример 27. Решить уравнение 
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Решение.  1. 
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Ответ: 
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Пример 28. Решить уравнение 
[image: image327.wmf](
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Решение. По формуле, получим: 
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k

k,

3

1

4x

Î

+

=

+

p

arctg

, 
[image: image329.wmf]Z

k

1,

-

k

3

a

4x

Î

+

=

p

rctg

. Из полученного уравнения выразим неизвестное: 
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Ответ: 
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Уравнения 
[image: image332.wmf]a
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Период функции котангенс равен 
[image: image333.wmf]p

. Для получения всех решений уравнения 
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 достаточно найти все решения этого уравнения на любом отрезке длины 
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Для того чтобы получить все решения уравнения 
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Пример 29. Решить уравнение 
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Решение. По формуле получаем 
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Ответ: 
[image: image347.wmf]Z

k

k

x

Î

+

-

=

,

2

8

p

p

.

Пример 30. Решить уравнение 
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Решение. По формуле получаем 
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Ответ: 
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Пример 31. Решить уравнение 
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Решение. Данное уравнение можно записать в виде 
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Ответ: 
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Пример 32. Решить уравнение 
[image: image360.wmf]0
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Решение. 1. 
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Ответ: 
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Пример 33. Решить уравнение 
[image: image370.wmf]1
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Решение. Данное уравнение можно записать в виде 
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Ответ: 
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Методы решения тригонометрических уравнений
В предыдущих пунктах было показано, как решать простейшие тригонометрические уравнения. Покажем на примерах, как решаются более сложные уравнения при помощи таблицы 3.

Таблица 3

Сводная таблица для решения простейших тригонометрических уравнений
	Уравнение
	Формулы решения
	Частные случаи
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Продолжение таблицы 3
	
[image: image405.wmf]a

tgx

=


	
[image: image406.wmf]a

 - любое число 
[image: image407.wmf]k

arctga

x

p

+

=

, 
[image: image408.wmf]z

k

Î


	-

	
[image: image409.wmf]a

ctgx

=


	
[image: image410.wmf]a

 - любое число 
[image: image411.wmf]k

arcctga

x

p

+

=

, 
[image: image412.wmf]z

k

Î


	-


1. Уравнения, сводящиеся к квадратным
В данном методе рассмотрим уравнения, которые сводятся к квадратным относительно синуса, косинуса и тангенса.

Пример 34. Решить уравнение 
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Решение. Это уравнение является квадратным относительно 
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Ответ: 
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Пример 35. Решить уравнение 
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Решение. На данный момент не сможем ввести замену, поэтому используя основное тригонометрическое тождество, заменим 
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Ответ: 
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Пример 36. Решить уравнение 
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Решение. Это уравнение является квадратным относительно 
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[image: image437.wmf]1

1

,

cos

£

£

-

=

t

t

x

. Тогда уравнение примет вид 
[image: image438.wmf]0

3

2

2

=

-

-

t

t

. Его корни 
[image: image439.wmf]1

;

3

2

1

-

=

=

t

t

. Первый корень является посторонним значением новой переменной, так как 
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Ответ: 
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Пример 37. Решить уравнение 
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Решение. Используя формулу 
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Пример 38. Решить уравнение 
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Решение. Это уравнение является квадратным относительно 
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Пример 39. Решить уравнение 
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Решение. Так как 
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Ответ: 
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2. Уравнения, однородные относительно 
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Определение. Уравнение вида 
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Разделив обе части уравнения 
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Пример 40. Решить уравнение 
[image: image495.wmf]0
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Решение. Данное уравнение равносильно уравнению 
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Ответ: 
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Пример 41. Решить уравнение 
[image: image500.wmf]0
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Решение. Данное уравнение равносильно уравнению 
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Ответ: 
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Определение. Уравнение вида 
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 называется однородным относительно 
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Если 
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Пример 42. Решить уравнение 
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cos

cos

sin

3

sin

3

2

2

=

+

+

x

x

x

x

.

Решение. Данное уравнение равносильно уравнению 
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Ответ: 
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Пример 43. Решить уравнение 
[image: image521.wmf]0
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Решение. Для того чтобы данное уравнение свести к однородному, необходимо воспользоваться основным тригонометрическим тождеством. Заменить 
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Ответ: 
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3. Уравнения, решаемые разложение левой части на множители
Пример 44. Решить уравнение 
[image: image534.wmf]0
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.

Решение. Используя формулу для синуса двойного аргумента, запишем уравнение в виде 
[image: image535.wmf]0
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Вынося общий множитель 
[image: image536.wmf]x
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[image: image538.wmf]0

sin

=

x

, 
[image: image539.wmf]Z

k

k

x

Î

=

,

p

; 2) 
[image: image540.wmf]0

1

cos

2

=

-

x

. Данное уравнение можно записать в виде 
[image: image541.wmf]2

1

cos

=

x

, 
[image: image542.wmf]Z

k

k

x

Î

+

±

=

,

2

3

p

p

.

Ответ: 
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Пример 45. Решить уравнение 
[image: image545.wmf]x

x

x

2

cos

3

3

sin

7

sin

=

+

.

Решение. Применяя формулу для суммы синусов, запишем уравнение в виде 
[image: image546.wmf]x
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Вынося общий множитель 
[image: image547.wmf]x
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2) 
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[image: image553.wmf]2

3

5

sin

=

x

. Так как 
[image: image554.wmf]1

2

5

>

, то уравнение не имеет корней. 

Ответ: 
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Пример 46. Решить уравнение 
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Решение. Так как 
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Ответ: 
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Пример 47. Решить уравнение 
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Решение. Выразим 
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 через синус и косинус половинного аргумента, то есть 
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. Тогда уравнение примет вид: 
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[image: image573.wmf]0

2

cos

=

x

, 
[image: image574.wmf]Z

k

k

x

Î

+

=

,

2

2

p

p

, 
[image: image575.wmf]Z

k

k

x

Î

+

=

,

2

p

p

;

2) 
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. Данное уравнение равносильно уравнению 
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Ответ: 
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Пример 48. Решить уравнение 
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Решение. Заменив 
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Ответ: 
[image: image590.wmf]Z

k

k

x

Î

+

±

=

,

3

1

arccos

2

1

p

.

Пример 49. Решить уравнение 
[image: image591.wmf]x
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Решение. Преобразует произведения тригонометрических функций в суммы: откуда 
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Ответ: 
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Пример 50. Решить уравнение 
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Решение. По формуле для тангенса суммы имеем 
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. Теперь данное уравнение можно записать в виде 
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Ответ: 
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Все методы решения тригонометрических уравнений можно описать в таблице 4.

Таблица 4

Методы решения тригонометрических уравнений
	Уравнение
	Метод решения
	Формулы

	1. Уравнение содержит только синусы или косинусы (синусы и косинусы) вида
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и т.д.
	Уравнение сводится к квадратному (биквадратному) относительно синуса (косинуса)
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	2. Однородное уравнение I степени вида 


[image: image619.wmf]0

cos

sin

=

+

x

b

x

a



[image: image620.wmf](

)

0

,

0

¹

¹

b

a


	Деление обеих частей на 
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	3. Однородное уравнение II степени вида
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	Деление обеих частей на 
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	4. Уравнение вида
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	Уравнение сводится к квадратному относительно тангенса заменой
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Тригонометрические неравенства
Определение. Неравенство, в котором неизвестная находится под знаком тригонометрической функции, называется тригонометрическим неравенством.


К простейшим тригонометрическим неравенствам относятся следующие неравенства: 
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Решаются тригонометрические неравенства графически или с помощью единичной тригонометрической окружности.

По определению, синусом числа 
[image: image638.wmf]a

 называется ордината точки, полученная поворотом точки 
[image: image639.wmf])
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 вокруг начала координат на угол 
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 радиан, а косинусом числа 
[image: image641.wmf]a

 называется абсцисса данной точки. Этот факт используется при решении тригонометрических неравенств с косинусом и синусом с помощью единичной окружности (рис. 5).
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Рис.5. Единичная окружность
Пример 51. Решить неравенство 
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 двумя способами.

Решение. Первый способ. Решим данное неравенство графическим способом. Для этого построим в одной системе координат графики функций 
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[image: image645.wmf]2

3

=

y

 (рис. 6). 
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Рис. 6. График функции 
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Выделим промежутки, на которых синусоида расположена ниже графика прямой 
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Ответ: 
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Второй способ. Построим единичную окружность и прямую 
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. Точки их пересечения обозначим 
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 (рис. 7). Решением исходного неравенства будет множество точек ординаты, которых меньше 
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Рис. 7. Единичная окружность и график функции 
[image: image669.wmf]2

3

=

y


Абсциссы точек 
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. Учитывая периодичность функции синус, получим интервалы 
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Ответ: 
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Пример 52. Решить неравенство 
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Решение. Синус – функция ограниченная: 
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, а правая часто данного неравенства больше единицы, поэтому решений нет.

Ответ: решений нет.

Пример 53. Решить неравенство 
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 двумя способами.

Решение. Первый способ. Изобразим в одной системе координат функции, описывающие левую и правую части неравенства, то есть 
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 (рис. 8).
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Рис. 8. Графики функций 
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Найдем абсциссы точек 
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Ответ: 
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Второй способ. Построим единичную окружность и прямую 
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 (рис. 9) – точки пересечения прямой и единичной окружности. 
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Рис. 9. Единичная окружность и график функции 
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Решением исходного неравенства будет множество точек абсциссы, которых меньше 
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. Учитывая, что косинус – функция периодическая, с периодом 
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Ответ: 
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Пример 54. Решить неравенство 
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 (рис. 10).
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Рис. 10. График функции 
[image: image715.wmf]ctgx

у

=

 и 
[image: image716.wmf]3

3

-

=

y


Выделим промежутки, на которых график функции 
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Ответ: 
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Пример 55. Решить двойное тригонометрическое неравенство с помощью единичной окружности 
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Решение. Введем замену 
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Рис. 11. Единичная окружность 
Таким образом, получаем два интервала, которые, учитывая периодичность функции синус, можно записать следующим способом 
[image: image741.wmf]k

t

k

p

p

p

p

2

4

2

6

+

<

£

+

, 
[image: image742.wmf]k

t

k

p

p

p

p

2

6

5

2

4

3

+

£

<

+

. Сделав обратную замену 
[image: image743.wmf]2

x

t

=

, получаем 
[image: image744.wmf]k

x

k

p

p

p

p

2

4

2

2

6

+

<

£

+

; 
[image: image745.wmf]k

x

k

p

p

p

p

2

6

5

2

2

4

3

+

£

<

+

. Выразим 
[image: image746.wmf]x

, для этого обе части неравенства умножим на 
[image: image747.wmf]2

, получим 
[image: image748.wmf]Z

k

k

x

k

Î

+

<

£

+

,

4

2

4

3

p

p

p

p

; 
[image: image749.wmf]Z

k

k

x

k

Î

+

£

<

+

,

4

3

5

4

2

3

p

p

p

p

.

Ответ: 
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Пример 56. Решить неравенство 
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Решение. Введем замену 
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, после чего данное неравенство преобразуется к простейшему неравенству 
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. Решим его, используя единичную окружность. Построим единичную окружность и прямую 
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 - точки пересечения прямой и единичной окружности (рис.12). Решением исходного неравенства будет множество точек абсциссы, которых  не больше 
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Рис. 12. Единичная окружность и график функции 
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Ответ: 
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Задания для самостоятельной работы
1.Подготовить ответы на основные вопросы темы.

2. Выполнить задания.
1. Вопросы

1) Свойства и график функции 
[image: image773.wmf]x

y
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.

2) Свойства и график функции 
[image: image774.wmf]x
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3) Свойства и график функции 
[image: image775.wmf]tgx
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4) Свойства и график функции 
[image: image776.wmf]ctgx
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5) Определение арксинуса числа.

6) Арксинус отрицательного числа.

7) Решение уравнения вида 
[image: image777.wmf]a

x

=
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.

8) Определение арккосинуса числа.

9) Арккосинус отрицательного числа.

10) Решение уравнения вида 
[image: image778.wmf]a
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. 
11) Определение арктангенса числа.

12) Арктангенс отрицательного числа.

13) Решение уравнения вида 
[image: image779.wmf]a
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.   
14) Определение арккотангенса числа.

15) Арккотангенс отрицательного числа.    
16) Решение уравнения вида 
[image: image780.wmf]a
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.   
17) Методы решения тригонометрических уравнений.

2. Практические задания

Задание 1. Вычислить

1) 
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Задание 2. Решить уравнения
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Задание 3. Решить уравнения
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Задание 4. Решить уравнения
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Задание 5. Решить уравнения 
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Задание 6. Решить уравнения
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Задание 7. Решить неравенства
1) 
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§ 5. Самостоятельная работа  по теме «Иррациональные уравнения 

и иррациональные неравенства»

Цели: 

1) Обобщить знания по теме «Иррациональные уравнения»

2) Обобщить знания по теме «Иррациональные неравенства»

3) Рассмотреть методы решение иррациональных уравнений.
4) Рассмотреть виды иррациональных неравенств.
Теоретический материал

Иррациональные уравнения

Определение. Иррациональным уравнение называется уравнение, в котором неизвестная (переменная) содержится под знаком корня или под знаком операции возведения в дробную степень. 

Все иррациональные уравнения при помощи алгебраических операций сводятся к решению рационального уравнения. При этом следует учесть, что полученное уравнение не будет равносильно исходному уравнению. Поэтому при решении иррациональных уравнений необходимо либо сделать проверку, либо найти область допустимых значений.

Основные методы решения
1) Метод возведения обеих частей уравнения в одну и ту же степень

2) Метод введения новой переменной.

Метод возведения обеих частей уравнения в одну и ту же степень

При возведении обеих частей уравнения в четную степень могут возникнуть посторонние корни. Поэтому при использовании указанного метода необходимо делать проверку или находить область допустимых значений и проверять все корни. Иррациональные уравнение сводится к равносильной системе, содержащей уравнения и неравенства: 
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Пример 1. Решить уравнение 
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Решение. 
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[image: image854.wmf].
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Ответ: 
[image: image855.wmf]7
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Пример 2. Решить уравнение 
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Решение. При  
[image: image857.wmf]5
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 величина 
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 неотрицательна, а величина 
[image: image859.wmf]3
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 положительна. Следовательно, их сумма всегда больше 0. Поэтому уравнение решений не имеет.

Ответ: решений нет.

Пример 3. Решить уравнение 
[image: image860.wmf]1
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Решение. Так как в данном примере 
[image: image861.wmf]3
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 - нечетное, то после возведения обеих частей уравнения в третью степень получим равносильное уравнение:
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Ответ: 
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Пример 4. Решить уравнение 
[image: image864.wmf]x
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Решение. Так как в данном примере 
[image: image865.wmf]2
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 - четное, то исходное уравнение равносильно системе: 


[image: image866.wmf]Û

î

í

ì

£

=

+

-

Û

î

í

ì

£

+

-

=

+

Û

î

í

ì

³

-

-

=

+

2

0

3

5

2

4

4

1

0

2

)

2

(

1

2

2

2

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x



[image: image867.wmf]2
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Ответ: 
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Пример 5. Решить уравнение 
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Решение. 
[image: image870.wmf].
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Ответ: 
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Пример 6. 
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Решение. Данное уравнение можно записать в виде 
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 - четное, то исходное уравнение равносильно системе: 
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Ответ: решений нет.

Пример 7. 
[image: image876.wmf]1
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Решение. Данное уравнение можно записать в виде 
[image: image877.wmf]3
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. Так как обе части полученного уравнения неотрицательны, то возведем их в квадрат: 
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. Полученное уравнение равносильно исходному. Для его решения рассмотрим систему:
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[image: image880.wmf]20
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Ответ: 
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Пример 8. Решить уравнение 
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Решение. Найдем ОДЗ данного уравнения 
ОДЗ: 
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î

ï

í

ì

³

-

³

-

³

-

0

1

0

2

3

0

1

5

x

x

x





[image: image884.wmf]ï
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Запишем уравнение в виде 
[image: image887.wmf]1
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. Так как обе части уравнения неотрицательны, поэтому можем возвести в квадрат:
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Ответ: 
[image: image891.wmf].
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Введение новой переменной
Введение новой переменной в ряде случаев позволяет перейти от иррационального уравнения к рациональному уравнению.

Пример 9. Решить уравнение 
[image: image892.wmf]10
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Решение. Запишем данное уравнение в виде 
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 и введем новую переменную: 
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;

1

2

1

-

=

=

y

y

. Из подученных значений 
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 является посторонним, так как 
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Ответ: 
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Пример 10. Решить уравнение 
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Решение. Пусть    
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. Решая данное квадратное уравнение, получим:                                                             
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 Первый корень является посторонним значением новой переменной.
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Ответ: 
[image: image908.wmf].
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Пример 11. Решить уравнение 
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Решение. 
[image: image910.wmf]1
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Ответ: 
[image: image911.wmf]1
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Иногда при решении иррациональных уравнений возникает необходимость ввести не одну, а несколько новых переменных. Такая ситуация возникает, например, при решении уравнений, содержащие радикалы разных степеней. 

Пример 12. Решить уравнение 
[image: image912.wmf]1
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Решение. Пусть 
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11

x

v

-

=

. Тогда 
[image: image915.wmf]1

=

+

v

u

. С другой стороны 
[image: image916.wmf]9
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Получим, что 
[image: image920.wmf]2
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Ответ: нет решений.

Пример 13. Решить уравнение 
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Решение. Пусть 
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Ответ: 
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Пример 14. Решить уравнение 
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Решение. ОДЗ данного уравнения 
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[image: image934.wmf]t
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Ответ: 
[image: image940.wmf]127
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Пример 15. Решить уравнение 
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Решение. Решим данное уравнение методом введения новой переменной. Пусть
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Уравнение примет вид: 
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 принимает неотрицательные значения на всей своей области определения и монотонно возрастающая, следовательно, большему значению функции соответствует большее значение переменной, и это дает возможность сравнить два значения функции, что позволяет определить знак разности, то есть 
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Имеем биквадратное уравнение, поэтому решаем его путем введения новой переменной 
[image: image952.wmf]0
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Уравнение примет вид:
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[image: image954.wmf]11
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Возвращаемся к замене: 
[image: image956.wmf]2
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Ответ: 
[image: image957.wmf].
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Иррациональные неравенства
Определение. Иррациональное неравенство – это неравенство, в котором неизвестные величины находятся под знаком радикала.

Виды неравенств
1 вид 
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Пример 16. Решить неравенство 
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Решение. Данное неравенство равносильно системе неравенств 
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Ответ: 
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Пример 17. Решить неравенство 
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Решение. Данное неравенство равносильно системе неравенств 
[image: image963.wmf]Û

ï

î

ï

í

ì

£

>

Û

î

í

ì

³

-

<

-

Û

<

-

3

5

10

0

5

3

25

5

3

5

5

3

x

x

x

x

x

 решений нет.

Ответ: решений нет.

2 вид 
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Пример 18. Решить неравенство 
[image: image965.wmf]4
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Решение. Данное неравенство равносильно 
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Ответ: 
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Пример 19. Решить неравенство 
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Решение. Данное неравенство равносильно
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Ответ: 
[image: image971.wmf]3

2

<

<

-

x

.

3 вид 
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Пример 20. Решить неравенство  
[image: image975.wmf]x
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Решение. Исходное  неравенство равносильно системе 
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 EMBED Equation.3  [image: image982.wmf]Û
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 EMBED Equation.3  [image: image984.wmf]Û
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Ответ: 
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4 вид 
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Пример 21. Решить неравенство 
[image: image990.wmf]1
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Решение. Данное неравенство равносильно совокупности из двух систем:
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Ответ: 
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Задания для самостоятельной работы
1.Подготовить ответы на основные вопросы темы.

2. Выполнить задания.
1. Вопросы

1) Определение иррационального уравнения.
2) Методы решения иррациональных неравенств.

3) Определение иррационального неравенства.

4) Виды иррациональных неравенств.
2. Практические задания
Задание 1. Решить уравнения и выбрать верный вариант ответа
1) Найдите корни уравнения   
[image: image1004.wmf]4
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2) Решите уравнение   
[image: image1005.wmf]12
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3) Найдите корни уравнения   
[image: image1006.wmf]5
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4) Решите уравнение 
[image: image1010.wmf]18
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5) Найдите корни уравнения   
[image: image1011.wmf]17
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 6) Решите уравнение  3
[image: image1012.wmf]15
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7) Найдите корни уравнения   
[image: image1013.wmf](
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8) Решите уравнение  
[image: image1016.wmf](
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9) Найдите корни уравнения   
[image: image1018.wmf](
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10) Решите уравнение  
[image: image1022.wmf](
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11) Решите уравнение  
[image: image1023.wmf](
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12) Решите уравнение 
[image: image1024.wmf]54
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13) Найдите корни уравнения   
[image: image1025.wmf]17
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14) Решите уравнение  
[image: image1026.wmf](
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15) Решите уравнение  
[image: image1027.wmf]27
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Задание 2. Решить неравенство

1) 
[image: image1028.wmf]2
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§ 6. Самостоятельная работа  по теме «Показательные уравнения 

и неравенства»

Цели:

1) Обобщить теоретические знания по теме «Показательные уравнения»

2) Обобщить теоретические знания по теме «Показательные неравенства»
Теоретический материал

Свойства и график показательной функции

Определение. Показательной функцией называется функция вида 
[image: image1048.wmf]x
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[image: image1049.wmf]1
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График функции имеет следующий вид:

[image: image1050.png]y=a
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   [image: image1051.png]y=a
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Рис. 1




Рис. 2

График показательной функции
Показательная функция обладает следующим свойствами

Свойство 1. Область определения показательной функции 
[image: image1052.wmf]x
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 - множество всех действительных чисел.

Данное свойство основывается на том, что степень с положительным основанием определена для любого действительного значения показателя.

Свойство 2. Множество значений показательной функции 
[image: image1053.wmf]x
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 - множество положительных чисел. 

Данное свойство следует из того, что если 
[image: image1054.wmf]1
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, то  уравнение 
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[image: image1057.wmf]x
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 принимает любое положительное значение. При любом 
[image: image1058.wmf]0
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 уравнение вида 
[image: image1059.wmf]b
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[image: image1060.wmf]0

>

x

a

 положительно при любом 
[image: image1061.wmf]x
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Свойство 3. Показательная функция 
[image: image1062.wmf]x
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 является возрастающей, если 
[image: image1063.wmf]1
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 (рис. 1), и убывающей, если 
[image: image1064.wmf]1
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Показательные уравнения
Определение. Показательными называются уравнения, в которых неизвестное входит только в показателе степени.

Простейшим показательным уравнением называется уравнение вида 
[image: image1065.wmf]b
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Основными методами решений показательных уравнений являются
метод уравнивания показателей;

метод введения новой переменной;

метод вынесения общего множителя за скобки;

метод почленного деления;

метод группировки.

1. Метод уравнивания показателей
Алгоритм решения методом уравнивания показателей:

1) представить обе части уравнения в виде степеней с одинаковыми основаниями;

2) на основании теоремы  
[image: image1066.wmf])
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 равносильно уравнению 
[image: image1068.wmf])
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, приравниваем показатели степеней;

3) решить полученное уравнение согласно его виду.

Пример 1. Решить уравнение 
[image: image1069.wmf]1
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Решение. Запишем исходное уравнение в виде 
[image: image1070.wmf]0
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. Используя свойство степени, получаем 
[image: image1071.wmf]0
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. Данное уравнение равносильно уравнению 
[image: image1072.wmf]0
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Ответ: 
[image: image1074.wmf]2
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Пример 2. Решить уравнение 
[image: image1075.wmf]125
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Решение. Запишем исходное уравнение в виде 
[image: image1076.wmf]3
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Ответ: 
[image: image1079.wmf]1
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Пример 3. Решить уравнение 
[image: image1080.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

2

1

5

,

0

5

,

0

2

,

0

2

,

0

2

,

0

2

,

0

-

-

-

×

=

×

x

x

.

Решение. Упростим показательное уравнение 
[image: image1081.wmf](
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. Так как в полученном показательном уравнении основания одинаковы, следует, что оно равносильно уравнению: 
[image: image1082.wmf]3
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[image: image1083.wmf]3
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Ответ: 
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Пример 4. 
[image: image1085.wmf]4
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Решение. Упростим показательное уравнение 
[image: image1086.wmf]4
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. Так как в полученном показательном уравнении основания одинаковы, следует, что оно равносильно уравнению: 
[image: image1087.wmf]0
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. Решаем это квадратное уравнение и получаем 
[image: image1088.wmf]1
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Ответ. 
[image: image1089.wmf]1
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2. Метод введения новой переменной
Алгоритм решения показательного уравнения методом введения новой переменной:

1) определить возможность переписать данное уравнение в новом виде, позволяющем ввести новую переменную;

2) ввести новую переменную;

3) решить уравнение относительно новой переменной;

4) вернуться к замене;

5) записать ответ.

Пример 5. Решить уравнение 
[image: image1090.wmf]0
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Решение. Пусть 
[image: image1091.wmf]0
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. Тогда исходное уравнение примет вид 
[image: image1092.wmf]0
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. Находим корни квадратного уравнения 
[image: image1093.wmf]2
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 - не удовлетворяет условию 
[image: image1094.wmf]0
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[image: image1096.wmf]0
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Ответ. 
[image: image1097.wmf]0
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Пример 6. Решить уравнение 
[image: image1098.wmf]0
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Решение. Запишем данное уравнение в виде 
[image: image1099.wmf]0
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. Тогда исходное уравнение примет вид 
[image: image1101.wmf]0
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. Находим корни квадратного уравнения 
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 - не удовлетворяет условию 
[image: image1103.wmf]0
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Ответ: 
[image: image1106.wmf]0
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Пример 7. 
[image: image1107.wmf]0
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Решение. Запишем данное уравнение в виде 
[image: image1108.wmf]0
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. Тогда исходное уравнение примет вид 
[image: image1110.wmf]0
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. Находим корни квадратного уравнения 
[image: image1111.wmf]4
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[image: image1112.wmf]0
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[image: image1113.wmf]ê
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[image: image1114.wmf]2
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Ответ: 
[image: image1115.wmf]2
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3. Метод вынесения общего множителя за скобки
Пример 8. 
[image: image1116.wmf]108
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Решение. Запишем данное уравнение в виде 
[image: image1117.wmf]108
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[image: image1118.wmf]x
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[image: image1119.wmf](
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[image: image1120.wmf]3
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Ответ: 
[image: image1121.wmf]3
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Пример 9. Решить уравнение 
[image: image1122.wmf]539
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Решение. Также решаем методом вынесения общего множителя за скобки. Для этого упростим выражение 
[image: image1123.wmf]539
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[image: image1124.wmf]x

7

 за скобки: 
[image: image1125.wmf](
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[image: image1126.wmf]1
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Ответ: 
[image: image1127.wmf]1
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4. Метод почленного деления

Данный метод заключается в том, чтобы разделить каждый член уравнения, содержащий степени с одинаковыми показателями, но разными основаниями, на одну из степеней
Пример10. Решить уравнение 
[image: image1128.wmf]0
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Решение. Разделим обе части почленно на 
[image: image1129.wmf]x
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[image: image1130.wmf]0
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. Далее это уравнение можем решить методом введения новой переменной. Пусть 
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[image: image1132.wmf]0
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. Решая это квадратное уравнение, получим корни 
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Ответ: 
[image: image1136.wmf]1
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5. Метод группировки
Способ группировки заключается в том, чтобы собрать степени с разными основаниями в разных частях уравнения, а затем разделить обе части уравнения на одну из степеней. 

Пример 11. Решить уравнение 
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Решение. Сгруппируем слагаемые: 
[image: image1138.wmf]x
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. Запишем полученное уравнение в виде 
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Ответ: 
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Пример 12. Решить уравнение 
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Решение. Запишем данное уравнение в виде 
[image: image1150.wmf]2
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. В левой части уравнения вынесем общий множитель 
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Ответ: 
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Пример 13. Решить уравнение 
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Решение. Запишем данное уравнение в виде 
[image: image1160.wmf]1
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[image: image1164.wmf]1
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Ответ: 
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Показательные неравенства
Определение. Неравенства, содержащие переменные в показателе степени, называются показательными.

1. Неравенства вида 
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Решение неравенств данного вида основано на следующих утверждениях:

1) если 
[image: image1167.wmf]1
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Пример 14. Решить неравенство 
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Решение. Поскольку 
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 - возрастает. Тогда меньшему значению функции соответствует меньшее значение аргумента, то есть 
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Ответ: 
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Пример 15. Решить неравенство 
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Решение. Так как 
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[image: image1183.wmf]2

2

+

>

x

x

. Отсюда 
[image: image1184.wmf]0

2

2

>

-

-

x

x

. Решениями данного неравенства 
[image: image1185.wmf]2

;

1

>

-

<

x

x

.

Ответ: 
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Пример 16. Решить неравенство 
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Решение. Запишем данное неравенство в виде 
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 - убывает. Следовательно, большему значению функции соответствует меньшее значение аргумента, то есть 
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Ответ: 
[image: image1193.wmf]1

<

x

.

Пример 17. Решить неравенство 
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Решение. Так как 
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 - убывает. Следовательно, меньшему значению функции соответствует большее значение аргумента, то есть 
[image: image1197.wmf]2
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Ответ: 
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2. Решение показательных неравенств методом замены переменной
Пример 18. Решить неравенство 
[image: image1200.wmf]x
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Решение. Запишем неравенство в виде: 
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Ответ: 
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Пример 19. Решить неравенство 
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Решение. Запишем неравенство в виде: 
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Ответ: 
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Пример 20. Решить неравенство 
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Решение. Запишем данное неравенство в виде: 
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Ответ: 
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3. Решение неравенств, содержащих однородные функции относительно показательных функций
Пример 21. Решить неравенство 
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Решение. Исходное неравенство можно записать в виде: 
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Ответ: 
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Пример 22. Решить неравенство 
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Решение. Запишем данное неравенство в виде 
[image: image1243.wmf](
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Пусть 
[image: image1246.wmf]0

,

3

6

2

>

=

-

-

t

t

x

x

, тогда неравенство примет вид: 
[image: image1247.wmf]0

1

2

2

>

+

-

t

t

. Выражение 
[image: image1248.wmf]1

3

6

2

¹

-

-

x

x

, 
[image: image1249.wmf]0

6

2

¹

-

-

x

x

. Отсюда 
[image: image1250.wmf]2

;

3

¹

¹

x

x

.

Ответ: 
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Решение показательных неравенств методом вынесения общего множителя за скобки
Пример 23. Решить неравенство 
[image: image1252.wmf]28

3

3

1

2

<

+

-

+

x

x

.

Решение. Данное неравенство решается вынесение общего множителя за скобки. В данном неравенстве вынесем за скобки 
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Ответ: 
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Пример 24. Решить неравенство 
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Решение. Вынесем за скобки общий множитель 
[image: image1259.wmf]3
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Ответ: 
[image: image1263.wmf]2

3

³

x

.
Задания для самостоятельной работы
1.Подготовить ответы на основные вопросы темы.

2. Выполнить задания.
1. Вопросы
1) Определение показательного уравнения;

2) Метод уравнивания показателей;

3) Метод введения новой переменной;

4) Метод вынесения общего множителя за скобки;

5) Метод почленного деления;

6) Метод группировки;

7) Определение показательного неравенства;

8) Решение показательных неравенств методом замены переменной;

9) Решение показательных неравенств методом замены переменной;

10) Решение показательных неравенств, содержащих однородные функции относительно показательных функций.

11) Решение показательных неравенств методом вынесения общего множителя за скобки.

2. Практические задания
Задание 1. Решить уравнения
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Задание 2. Решить уравнения
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Задание 3. Решить уравнения
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Задание 4. Решить уравнения
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Задание 5. Решить уравнения
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Задание 6. Решить неравенства
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Задание 7. Решить неравенства
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Задание 8. Решить неравенства 
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