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Введение
Учебно-методическое пособие согласовано с рабочей программой в соответствии с ФГОС по дисциплине ПД. 01 «Математика», разработанной по специальностям: 23.02.03 - «Техническое обслуживание и ремонт автомобильного транспорта», 13.02.11 - «Техническая эксплуатация и обслуживание электрического и электромеханического оборудования».
Организация самостоятельной работы по естественнонаучной дисциплине «Математика» предназначена для студентов, обучающихся по программам общего образования.

Объем самостоятельной работы студентов определяется государственным образовательным стандартом среднего образования обучающихся по программам общего образования.

Выполнение самостоятельной работы является обязательной для каждого студента, ее объем определяется действующим рабочим планом промышленно-экономического факультета.

Самостоятельная работа студента по математике проводится со следующими целями: систематизация и закрепление полученных теоретических знаний студентов; углубления и расширения теоретических знаний; развитие познавательных способностей и активности студентов, самостоятельности, ответственности и организованности; формирование готовности к самообразованию, самостоятельности, способностей к саморазвитию.
Названия параграфов сформулированы аналогично заданиям для самостоятельной работы студентов по дисциплине «Математика». Параграфы включают краткие теоретические материалы; примеры с подробным решением; задания разного уровня сложности для самостоятельной работы.

Данное учебно-методическое пособие предлагается также и для студентов заочной формы обучения в связи с аналогичностью самих видов самостоятельной работы. 
Автор данного пособия надеется, что владение основными теоретическими сведениями по математике, практические умения студентов Промышленно-экономического факультета программ СПО заложили необходимую основу для дальнейшего саморазвития и овладения базовыми компетенциями. 

Рекомендации по распределению времени на самостоятельную работу студента
Распределение времени на самостоятельную работу студента осуществляется согласно программе дисциплины равномерно по занятиям. По рабочей учебной программе ПД.01 «Математика» на внеаудиторную самостоятельную работу студента отводится 106 ч.  Распределение времени по темам дисциплины приведено в таблице 1.

Таблица 1

Распределение времени на СРС

	№
	Тема 
	Вид СРС
	Время 

	1
	Понятие о числе
	Решение примеров на действия; выполнение вычислений с приближенными значениями; выполнение действий с комплексными числами; решение уравнений на множестве комплексных чисел
	3

	2
	Корни, степени и логарифмы
	Выучить свойства корней, свойства степени, свойства логарифма; преобразование и вычисление иррациональных выражений; преобразование и вычисление логарифмических и показательных выражений
	10

	3
	Основы тригонометрии
	Выучить основные формулы; тождественные преобразования тригонометрических выражений
	9

	4
	Тригонометрические уравнения и неравенства
	Выучить формулы для нахождения корней простейших тригонометрических уравнений; решение тригонометрических уравнений различными способами
	9

	5
	Иррациональные уравнения и неравенства
	Выучить методы решения иррациональных уравнений; решение иррациональных уравнений различными способами; выучить виды иррациональных неравенств; решение иррациональных неравенств
	5

	6
	Показательные уравнения и неравенства
	Выучить методы решения показательных уравнений; решение показательных уравнений различными способами; знать свойства и график показательной функции; решение показательных неравенств
	5

	7
	Логарифмические уравнения и неравенства
	Выучить методы решения логарифмических уравнений; решение логарифмических уравнений; выучить виды логарифмических неравенств; знать график и свойства логарифмической функции; решение логарифмических неравенств
	5

	8
	Предел функции
	Выучить определение предела, теоремы о пределах; вычисление пределов функций
	6

	9
	Производная функции
	Выучить определение производной, свойства производной; выучить таблицу производных от элементарных функций; находить производные от различных функций; строить графики функций при помощи производной
	6

	10
	Неопределенный интеграл
	Выучить определение и свойства неопределенного интеграла; выучить методы решения неопределенного интеграла; решение неопределенных интегралов
	3


Продолжение таблицы 1
	11
	Определенный интеграл
	Выучить определение и свойства определенного интеграла; выучить методы решения определенного интеграла; вычисление определенного интеграл
	5

	12
	Элементы комбинаторики
	Выучить основные определения; решение комбинаторных задач
	6

	13
	Теория вероятности
	Выучить основные определения; решение задач на классическое определение вероятности; решение задач по теме «Числовые характеристики дискретной случайной величины
	6

	14
	Прямые и плоскости в пространстве
	Выучить основные определения и теоремы; решение задач
	8

	15
	Многогранники
	Определение видов и элементов многогранников; формулы площади и объема; решение задач
	8

	16
	Тела вращения
	Определение видов и элементов тел вращения; выучить формулы нахождения площадей и объема; решение задач
	6

	17
	Векторы в пространстве
	Выучить определения; выучить действия над векторами;  решение задач
	6


2.1 Задания к выполнению самостоятельных работ
Самостоятельные работы выполняются в свободное от занятий время. Перед выполнением работы студенту необходимо повторить теоретический материал, пройденный на аудиторных занятиях; выполнить работу согласно заданию; ответить на вопросы.
При выполнении самостоятельных работ студент сам вправе выбрать метод решения, который считает более рациональным. Если при выполнении самостоятельной работы у студента возникают какие-либо вопросы, то он может обратиться к преподавателю и проконсультироваться по интересующему его вопросу.

§ 1. Самостоятельная работа «Понятие о числе»

Цели:

1) обобщить теоретические сведения по теме «Понятие о числе»;
2) Рассмотреть алгоритмы решений заданий по теме «Десятичные и обыкновенные, приближенные вычисления, комплексные числа и действия над ними».
Теоретический материал
Первоначально под числом понимали лишь натуральные числа, которых достаточно для счета предметов.

Утверждение. Множество 
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 натуральных чисел замкнуто относительно операций сложения и умножения. Это значит, что сложение и произведение натуральных чисел являются натуральными числами.

Утверждение. Разность натуральных чисел не всегда является натуральным числом. 

Пример 1. 
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Для того чтобы сделать выполнимой операцию вычитания, вводят отрицательные целые числа, т.е. числа, противоположные натуральным. Таким образом, получают множество целых чисел 
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Утверждение. Частное двух целых чисел не всегда является целым числом.
Определение. Числа вида 
[image: image4.wmf]n
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 - целое и 
[image: image6.wmf]n

 - натуральное называется рациональным.

Утверждение. При выполнении четырех арифметических действий над рациональными числами всегда получаются рациональные числа. 

Утверждение. Каждое рациональное число можно представить в виде бесконечной периодической десятичной дроби. 

Определение. Периодическая дробь – это бесконечная десятичная дробь, у которой, начиная с некоторого десятичного знака, повторяется одна и та же цифра или несколько цифр – период дроби. 
Например, 
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 Утверждение. Каждая бесконечная периодическая дробь является рациональным числом, так как может быть представлена в виде 
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, где 
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 - это целое число, 
[image: image10.wmf]n

 - натуральное число. 

Пример 2. Записать бесконечную периодическую дробь 
[image: image11.wmf])

82

(

3

,

2

-

 в виде обыкновенной дроби.

Решение. Распишем период дроби: 
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Ответ: 
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Пример 3. Записать бесконечную периодическую дробь 
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Решение. Распишем период дроби: 
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Ответ: 
[image: image25.wmf]33
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Определение. Иррациональные числа – это числа, не представимые в виде обыкновенной дроби, то есть бесконечные непериодические десятичные дроби.

Пример 4. 
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Утверждение. Множество рациональных и иррациональных чисел вместе составляют множество действительных чисел. 
Приближенное значение величины и погрешности приближений



Приближенное значение величины записывается следующим образом 
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Пример 5.  
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Определение. Разность 
[image: image29.wmf]D
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 называется погрешностью приближения.

Пример 6. Если число 5,756 округлить до десятых с недостатком до 5,7, то 
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. Если в качестве приближенного значения взять 5,8, то 
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Определение. Модуль разности между точным числом 
[image: image32.wmf]x

 и его приближенным значением 
[image: image33.wmf]a

 называется абсолютной погрешностью приближенного значения числа 
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 и обозначается через 
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Утверждение. Число 
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 называется приближенным значением числа 
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 с точностью 
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Определение. Число 
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 называется границей абсолютной погрешности приближенного числа 
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Пример 7. Даны приближенные значения  
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. Какое из этих приближения является лучшим?

Решение. 
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Ответ: лучшим приближение числа 
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 является 
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Верные и значащие числа
Определение. Цифра 
[image: image53.wmf]m

 приближенного числа 
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 называется верной в широком смысле, если граница абсолютной погрешности числа 
[image: image55.wmf]a

не превосходит единицы того разряда, в котором записывается цифра 
[image: image56.wmf]m

.

Определение. Цифра 
[image: image57.wmf]m

 приближенного числа 
[image: image58.wmf]a

 называется верной в строгом смысле, если граница абсолютной погрешности числа 
[image: image59.wmf]a

не превосходит половины единицы того разряда, в котором записывается цифра 
[image: image60.wmf]m

.


Пример 8. Если в приближенном числе 
[image: image61.wmf]1976

=

a

 цифры верны в строгом смысле, то граница абсолютной погрешности 
[image: image62.wmf]5

,

0

=

D

a

, т.е. равна половине последнего разряда числа 1976. 


Пример 9. Найти границу абсолютной погрешности приближенного значения 0,1978 числа 
[image: image63.wmf]x

, все цифры которого верны в строго смысле.

Решение. Граница абсолютной погрешности этого числа равна 0,00005, т.е. половине последнего разряда, сохраняемого в записи.
Пример 10. Указать верные цифры в широком смысле следующих чисел:

1) 
[image: image64.wmf]056

,
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73

,

2

±

; 2) 
[image: image65.wmf]0008

,
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627

,

4

±

; 3) 
[image: image66.wmf]006

732

,

3

±

; 4) 
[image: image67.wmf]500

562274

±

.

Решение. 
1) Граница погрешности 
[image: image68.wmf]056

,

0

=

D

a

 не превосходит единицы разряда десятых. Следовательно, верными являются 2 и 7.

2) Граница погрешности 
[image: image69.wmf]001

,
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,
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, то все цифры приближенного числа верные.

3) Граница погрешности 
[image: image70.wmf]1

,

0

06

,
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a

, верными являются цифры 3 и 7.

4) Граница погрешности 
[image: image71.wmf]1000
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a

, то верные цифры 5, 6 и 2.
Относительная погрешность приближенного значения числа


Определение. Относительной погрешностью 
[image: image72.wmf]d

 приближенного значения 
[image: image73.wmf]a

 числа 
[image: image74.wmf]x

 называется отношение абсолютной погрешности 
[image: image75.wmf]a

 к числу 
[image: image76.wmf]a

: 
[image: image77.wmf]a

a

d

=

.

Утверждение. Абсолютная погрешность 
[image: image78.wmf]a

 часто неизвестна, поэтому на практике оценивают модуль относительной погрешности некоторым числом 
[image: image79.wmf]e

, которое не меньше этого модуля: 
[image: image80.wmf]e

d

£


Число 
[image: image81.wmf]e

 называется границей относительной погрешности.


Определение. Границей относительной погрешности 
[image: image82.wmf]a

 приближенного значения 
[image: image83.wmf]a

 называется отношение границы абсолютной погрешности 
[image: image84.wmf]a

D

 к модулю числа 
[image: image85.wmf]a

: 
[image: image86.wmf]a
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.

Пример 11. В результате измерений получили, что длина ручки равна 16 см, а длина комнаты равна 750 см. Какой можно сделать вывод о качестве измерений, если граница абсолютной погрешности равна 
[image: image87.wmf]5

,

0

±

?

Решение. 
Найдем относительную погрешность этих измерений.


[image: image88.wmf]%
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 (при измерении длины ручки);



[image: image89.wmf]%
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 (при измерении длины комнаты).
Ответ: качество измерения комнаты выше, чем качество измерения ручки.
Округление и погрешность округления
Определение. Абсолютная погрешность, допустимая при округлении, называется погрешностью округления.

Утверждение. Округление с недостатком до единиц некоторого разряда состоит в отбрасывании единиц всех младших разрядов.

Пример 12. Округлить с недостатком до сотых, десятых и единиц число 44, 376.

Решение.  До сотых 
[image: image90.wmf]37

,
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,
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»

; до десятых 
[image: image91.wmf]3

,
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,
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; до единиц 
[image: image92.wmf]44

376

,

44

»

.

Ответ: погрешности округления равны: 
[image: image93.wmf]376
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.


Утверждение. Округление с избытком до единиц некоторого разряда состоит в том, что число единиц данного разряда увеличивают на единицу.


Пример 13. Округлить с избытком до сотых, десятых и единиц число 
[image: image94.wmf]368

,
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.

Решение. До сотых 
[image: image95.wmf]37

,
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,
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»

; до десятых 
[image: image96.wmf]4

,
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,
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; до единиц 
[image: image97.wmf]16
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. 
Ответ: погрешности округления равны: 
[image: image98.wmf]632
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.
Округление с наименьшей погрешностью производится 
по следующим правилам
1) единицы младших разрядов отбрасываются

2) число единиц данного разряда не изменится, если следующая цифра меньше 5, и увеличивается на единицу, если следующая цифра больше или равна 5.


Пример 14. Округлить  с наименьшей точностью до сотых, десятых и единиц число 
[image: image99.wmf]478

,
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.

Решение. До сотых 
[image: image100.wmf]48
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,
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; до десятых 
[image: image101.wmf]5

,
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; до единиц 
[image: image102.wmf]13
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. 
Ответ: погрешности округления равны 
[image: image103.wmf]478
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.
Действия над приближенными значениями чисел
1. Сложение приближенных значений чисел. Граница абсолютной погрешности суммы приближенных значений чисел равна сумме границ абсолютных погрешностей этих чисел: 
[image: image104.wmf]b
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, где 
[image: image105.wmf]a

 и 
[image: image106.wmf]b

 - приближенные значения чисел; 
[image: image107.wmf]a

D

 и 
[image: image108.wmf]b

D

 - границы абсолютных погрешностей соответствующих приближений.


Граница относительной погрешности суммы вычисляется по формуле: 
[image: image109.wmf]b
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Пример 15. Найти сумму приближенных значений следующих чисел: 
[image: image110.wmf]0005
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Решение. 
[image: image111.wmf]675
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[image: image112.wmf]1005
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. Граница абсолютной погрешности 0,1005 заключена в пределах 
[image: image113.wmf]5
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. В приближенном значении суммы верными являются две цифры (в разрядах десятков и единиц). Полученный результат округлим до единиц: 
[image: image114.wmf]15
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.
Ответ: 
[image: image115.wmf]15
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Пример 16. Найти сумму 
[image: image116.wmf]11
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, взяв приближенные значения корней с точностью до 0,001. Определить границу абсолютной погрешности 
[image: image117.wmf]S
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.

Решение. 
[image: image118.wmf]55
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[image: image119.wmf]001
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[image: image120.wmf]00018
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.
Ответ: 
[image: image121.wmf]00018
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2. Вычитание приближенных значений чисел. Граница абсолютной погрешности разности двух приближенных значений чисел равна сумме границ их абсолютной погрешностей: 
[image: image122.wmf]b
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Граница относительной погрешности разности вычисляется по формуле 
[image: image123.wmf]b
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Пример 17. Вычислить разность двух приближенных значений чисел 
[image: image124.wmf]0005
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[image: image125.wmf]0005
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. Определить 
[image: image126.wmf])
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[image: image127.wmf]b
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Решение. 
[image: image128.wmf]001
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. В приближенном значении разности цифр в разряде тысячных не может быть верной, так как 
[image: image129.wmf]005
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. Поэтому 
[image: image130.wmf]12
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. В приближенном значении все цифры верные.


[image: image131.wmf]%
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Ответ: 
[image: image132.wmf]%
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3. Умножение приближенных значений чисел. Для оценки границ абсолютной погрешности произведения (частного) необходимо найти относительную погрешность произведения (частного), а затем границу абсолютной погрешности произведения (частного). 
Формулы для границ абсолютной погрешности 
[image: image133.wmf]y
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 и относительной погрешности 
[image: image134.wmf]y
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 некоторых функций
Для 
[image: image135.wmf]ab
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[image: image139.wmf]n
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для 
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для 
[image: image145.wmf]a
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для 
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Пример 18. Найти верные цифры произведения двух приближенных значений чисел 
[image: image151.wmf]3862
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[image: image152.wmf]8

,

0

=

b

.

Решение. 
[image: image153.wmf]30896
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. Границы абсолютной погрешности сомножителей равны 0,00005 и 0,05. 


[image: image154.wmf]063

,

0

8

,

0

05

,

0

3862

,

0

00005

,

0

=

+

=

cb

e

,

[image: image155.wmf]0195
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 EMBED Equation.3  [image: image156.wmf]05
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Полученный результат означает, что в произведении одна верная цифра: 
[image: image157.wmf]3
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.
Ответ: 
[image: image158.wmf]3
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4. Деление приближенных значений чисел. Определение границ абсолютной и относительной погрешностей при делении осуществляется с помощью выражений 
[image: image159.wmf]b
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Пример 19. Найти границу абсолютной погрешности частного двух приближенных значений чисел 
[image: image160.wmf]005
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Решение. 
[image: image162.wmf]25
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[image: image164.wmf]0045
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Ответ: 
[image: image165.wmf]0045
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5. Возведение в степень приближенных значений чисел и извлечение из них корня. Для определения абсолютной и относительной погрешности при возведении в степень извлечении корня используется формула.

Пример 20. Вычислить относительную погрешность, допущенную при нахождении площади квадрата, если приближенное значение стороны квадрата  равно 
[image: image166.wmf]5
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Решение. По формуле получим 
[image: image167.wmf]%
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Ответ: 
[image: image168.wmf]%
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Вычисления с приближенными числами без подсчета

 погрешностей

Во многих случаях вычислительной практики можно упростить вычисления с приближенными числами без подсчета погрешностей, применяя правила подсчета цифр
. 

1) При сложении и вычитании приближенных чисел следует в результате сохранять столько десятичных знаков, сколько их в том из приближенных чисел, у которого наименьшее число знаков.

2) При умножении и делении следует в результате сохранять столько значащих цифр, сколько их имеет то из приближенных данных, у которого число значащих цифр наименьшее.

3) При возведении в квадрат или в куб следует в результате сохранять столько значащих цифр, сколько их имеет возводимое в степень приближенное число.

4) При извлечении квадратного и кубического корней следует в результате брать столько значащих цифр, сколько их имеет подкоренное выражение.

5) Числа, которые имеют больше десятичных знаков, чем другие следует предварительно округлять.

Данные правила не дают гарантии точности последней цифры результата. Эта последняя цифра может иметь погрешность, достигшую в отдельных случаях нескольких единиц. При вычислениях с приближенными числами на микрокалькуляторе руководствоваться необходимо «Правилами подсчета цифр»
. 

Комплексные числа

Определение. Комплексным числом 
[image: image169.wmf]z

 называется выражение 
[image: image170.wmf]bi
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, где 
[image: image171.wmf]a

 и 
[image: image172.wmf]b

 - действительные числа, а символ 
[image: image173.wmf]i

 удовлетворяет условию 
[image: image174.wmf]1
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Число  
[image: image175.wmf]a

 называется действительной частью комплексного числа, 
[image: image176.wmf]bi

 - мнимой частью комплексного числа, 
[image: image177.wmf]i

 мнимой единицей. 

Пример 21. Назвать действительную и мнимую часть комплексного числа 
[image: image178.wmf]i
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Решение. 
[image: image179.wmf]i
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Определение. Два комплексных числа 
[image: image180.wmf]bi
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 называются равными, если равны их действительные части и коэффициенты при мнимой единице, т.е. 
[image: image182.wmf]d
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Определение. Комплексные числа 
[image: image183.wmf]bi

a

+

 и 
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 называются комплексно-сопряженными.

Решение квадратных уравнений на множестве комплексных чисел

Квадратное уравнение 
[image: image185.wmf]0
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, на множестве действительных чисел не имеет решения, так как корень из отрицательного числа на этом множестве не имеет действительного значения. На множестве комплексных чисел такое уравнение имеет два комплексно-сопряженных решения. 

Пусть дано квадратное уравнение 
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. Решения этого уравнения представимы в виде 
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[image: image191.wmf]D
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 есть некоторое действительное число. Следовательно, решениями квадратного уравнения будут два комплексно-сопряженных числа:
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Пример 22. Решить квадратное уравнение 
[image: image194.wmf]0
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 на множестве комплексных чисел.
Решение. Корни находим по формуле: 
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Таким образом, решениями данного уравнения будут два комплексно-сопряженных числа: 
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Ответ: 
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Пример 23. Решить квадратное уравнение 
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 на множестве комплексных чисел.

Решение. Находим по формуле 
[image: image200.wmf]i
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Ответ: 
[image: image201.wmf]i
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Утверждение. На множестве комплексных чисел любое квадратное уравнение имеет решения.
Действия над комплексными числами
Определение. Сумма 
[image: image202.wmf]z

 комплексных чисел 
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Пример 24. Найти сумму 
[image: image206.wmf]z

 комплексных чисел, если 
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Решение. 
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Ответ: 
[image: image210.wmf]i
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Определение. Вычитание двух комплексных чисел определяется как операция обратная сложению. Разность 
[image: image211.wmf]z

 комплексных чисел 
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Пример 25. Найти разность 
[image: image215.wmf]z

 комплексных чисел, если 
[image: image216.wmf]i

z

2

3

1

+

=

 и 
[image: image217.wmf]i

z

+

=

6

2

.

Решение. 
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Ответ: 
[image: image219.wmf]i
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Определение. Умножение двух комплексных чисел 
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Пример 26. Найти произведение 
[image: image222.wmf]z

 двух комплексных чисел 
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Решение 
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Ответ: 
[image: image226.wmf]i
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Определение. При делении комплексного числа 
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 необходимо и числитель, и знаменатель дроби умножить на число комплексно-сопряженное знаменателю.

Пример 27. Найти частное 
[image: image229.wmf]z

 от деления комплексного числа 
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Решение. 
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Ответ: 
[image: image233.wmf]i
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Определение. Возведение комплексного числа 
[image: image234.wmf]bi
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 рассматривается как частный случай умножения комплексных чисел: 
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Пример 28. Вычислить 
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Решение. 
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Ответ: 
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Степень мнимой единицы
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 и так далее.
Таким образом, можно сделать следующие выводы:
- если показатель степени числа 
[image: image249.wmf]i

 делится на 
[image: image250.wmf]4

, то значение степени равно единице; 

- если при делении показателя степени на 
[image: image251.wmf]4

 в остатке получается 1, то значение степени равно 
[image: image252.wmf]i

;

- если при делении показателя степени на 
[image: image253.wmf]4

получается остаток 2, то значение степени равно  
[image: image254.wmf]1
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- если при делении на 4 остаток равен 3, то значение степени равно – 
[image: image255.wmf]i

. 

Пример 29. Вычислить 
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Решение. 
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Пример 30. Вычислить 
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Решение. 
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Пример 31. Вычислить 
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Решение. 
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Задания для самостоятельной работы
1) подготовить ответы на основные вопросы темы;

2) выполнить задания
1. Вопросы
1) Что называется приближенным значением с недостатком?
2) Что называется приближенным значением с недостатком?
3) Что называется погрешностью приближения?
4) Что называется абсолютной погрешностью приближения?
5) Что называется относительной погрешностью?
6) Что называется границей абсолютной погрешности?

7) Что называется границей относительной погрешности?

8) Что называется округлением десятичной дроби?

9) Что такое ошибка округления?
10) Какое округление называется с недостатком?
11) Какое округление называется округлением с избытком?
12) Что называется округлением с наименьшей погрешностью?

13) Что называется правилами округления десятичных дробей?
14) Множества чисел.

15) Бесконечная периодическая дробь.

16) Алгоритм перехода от бесконечной периодической десятичной дроби в обыкновенную дробь.
17) Определение комплексного числа.

18) Действия над комплексными числами.

19) Решение квадратных уравнений на множестве комплексных чисел.

20) Степень мнимой единицы.

2. Практические задания
Задание 1. Представить обыкновенную дробь в виде десятичной периодической дроби

 1. 
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11. 
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12. 
[image: image276.wmf]5
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Задание 2. Записать в виде обыкновенной дроби бесконечную периодическую десятичную дробь
1.  
[image: image277.wmf])

6

(

,

0

;



2. 
[image: image278.wmf])

25

(

1

,

4

;



3. 
[image: image279.wmf])

5

(

1

,

0


4. 
[image: image280.wmf])

2

(

11

,

0

; 



5. 
[image: image281.wmf])

7

(

,

0

;



6. 
[image: image282.wmf])

81

(

3

,

2

;
 
7. 
[image: image283.wmf])

40

(

,

2

;



8. 
[image: image284.wmf])

25

(

3

,

1

;



9. 
[image: image285.wmf])

13

(

,

1

;

10. 
[image: image286.wmf])

15

(

1

,

0

;



11. 
[image: image287.wmf])

1

(

,

11

;



12. 
[image: image288.wmf])

5

(

121

,

0

;
13. 
[image: image289.wmf])

42

(

,

0

;



14. 
[image: image290.wmf])

513

(

,

0

;



15. 
[image: image291.wmf])

27

(

0

,

0

;
16. 
[image: image292.wmf])

06

(

,

0

;



17. 
[image: image293.wmf])

9

(

,

3

;



18. 
[image: image294.wmf])

11

(

15

,

1

.


Задание 3. Найти значение следующих дробей
1. 
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Задание 4. Найти сумму 
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 и разность 
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Задание 5. Найти произведение 
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0

»

x

 с точностью до 
[image: image333.wmf]1

,

0

%;  
[image: image334.wmf]3

,

4

»

y

 с точностью до 
[image: image335.wmf]1

%.

Задание 6. Вычислите, ответ округлите до 0,001
1)  
[image: image336.wmf]125

3

,

5

05
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6

9

,
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×

×

;




2) 
[image: image337.wmf]215
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×

;
3) 
[image: image338.wmf]825

,

0
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,

5
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,
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2

×

;




4) 
[image: image339.wmf]3
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,

3

45
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,
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×

;

5) 
[image: image340.wmf]9

,
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,
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,
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×

×

;



6) 
[image: image341.wmf]2

,

46
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,

0

×

×

×

.
Задание 7. а) Масса ящика с конфетами равна 
[image: image342.wmf])

05

,

0

3

,

7

(

1

±

=

m

кг, масса пустого ящика равна 
[image: image343.wmf])

05

,

0

8

,

0

(

2

±

=

m

кг. Найти массу конфет.

 б) Найти площадь прямоугольника ширины 
[image: image344.wmf]x

 и длины 
[image: image345.wmf]y

, если 
[image: image346.wmf]4

»

x

м и 
[image: image347.wmf]4

,

5

»

y

 м с точностью до 1%.


Задание 8. Найдите относительную погрешность числа 
[image: image348.wmf]h

a

x

±

=

 с точностью до сотых. 

1)  
[image: image349.wmf]01

,

0

1

,

2

±

=

x

;




    6)  
[image: image350.wmf]01

,

0

1

,

7

±

=

x

;
2)  
[image: image351.wmf]01

,

0

1

,

3

±

=

x

;                                              7)  
[image: image352.wmf]01

,

0

1

,

8

±

=

x

;
3)  
[image: image353.wmf]01

,

0

1

,

4

±

=

x

;                                              8)  
[image: image354.wmf]01

,

0

1

,

9

±

=

x

;
4)  
[image: image355.wmf]01

,

0

1

,

5

±

=

x

;                                              9) 
[image: image356.wmf]01

,

0

1

,
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±

=

x

;
5)  
[image: image357.wmf]01

,

0

1

,

6

±

=

x

;                                              10) 
[image: image358.wmf]01

,

0

1

,

11

±

=

x

.
Задание 9. Найти сумму, разность, произведение, частное комплексных чисел 
[image: image359.wmf]1

z

 и 
[image: image360.wmf]2

z

. Полученные комплексные числа построить в координатной плоскости

1. 
[image: image361.wmf]i

z
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1
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=




[image: image362.wmf]i

z

5

4

2

+

=

;
2. 
[image: image363.wmf]i

z

5

3

1

+
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[image: image364.wmf]i

z

7

4

2

-

=

;
3. 
[image: image365.wmf]i

z
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[image: image366.wmf]i

z
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=

2

2

;
4. 
[image: image367.wmf]i

z
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[image: image368.wmf]i

z
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;


5. 
[image: image369.wmf]i

z

3

1
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[image: image370.wmf]i

z
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;
6. 
[image: image371.wmf]i

z
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[image: image372.wmf]i

z
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;
7. 
[image: image373.wmf]i

z
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[image: image374.wmf]i

z
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=

;
8. 
[image: image375.wmf]i

z
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[image: image376.wmf]i

z
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;
9. 
[image: image377.wmf]i

z

3
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+
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[image: image378.wmf]i

z

3
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=

;
10. 
[image: image379.wmf]i

z
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=

3
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[image: image380.wmf]i

z

5

2

=

.
Задание 10. Выполнить действия
1. 
[image: image381.wmf]i

i

i

i
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-
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1
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;


2. 
[image: image382.wmf]i

i

i

i
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+
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+

;
3. 
[image: image383.wmf]2
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;


4. 
[image: image384.wmf])
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;
5. 
[image: image385.wmf]2
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)
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;


6.
[image: image386.wmf]3
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;
7. 
[image: image387.wmf]i
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i

i
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;


8. 
[image: image388.wmf]2
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;
9. 
[image: image389.wmf]2
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10. 
[image: image390.wmf]52
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;
11. 
[image: image391.wmf]54
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;
12. 
[image: image392.wmf])

2

1

)(

3

1

(

)

4

1

)(

2

1

(

i

i

i

i

-

+

-

+

.

Задание 11. Решить уравнения на множестве комплексных чисел
1. 
[image: image393.wmf]0

3

4

2

=

-

-

z

z

;



2. 
[image: image394.wmf]0
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z

;
3. 
[image: image395.wmf]0
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z

;


4. 
[image: image396.wmf]0
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z

;
5. 
[image: image397.wmf]0
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;



6. 
[image: image398.wmf]0
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;
7. 
[image: image399.wmf]0
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;



8. 
[image: image400.wmf]0

5

)

2

3

(

2

+i=

z+

i

z

+

-

;
9. 
[image: image401.wmf]0
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;



10. 
[image: image402.wmf]0
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;
11. 
[image: image403.wmf]0
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;

12. 
[image: image404.wmf]0
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+

;
13. 
[image: image405.wmf]0
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14. 
[image: image406.wmf]0
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+

;
15. 
[image: image407.wmf]0
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;



16. 
[image: image408.wmf]0
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;
17. 
[image: image409.wmf]0
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;



18. 
[image: image410.wmf]0

9

7

)

6

1

(

2

=

i

z

i

z

-

-

-

+

;
19. 
[image: image411.wmf]0
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;



20. 
[image: image412.wmf]0

15

3

)

5

4

(

2

i=

z+

i

z

-

-

+

;
21. 
[image: image413.wmf]0
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;



22. 
[image: image414.wmf]0
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;
23. 
[image: image415.wmf]0
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;



24. 
[image: image416.wmf]0
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;
25. 
[image: image417.wmf]0
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;


26. 
[image: image418.wmf]0
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;
27. 
[image: image419.wmf]0
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28. 
[image: image420.wmf]0
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29. 
[image: image421.wmf]0
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30. 
[image: image422.wmf]0
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§ 2. Самостоятельная работа по теме: «Корни, степени и логарифмы»

Цели:
1) обобщить теоретические сведение по теме «Корни, степени и логарифмы»;
2) рассмотреть алгоритмы решений заданий по теме «Корни, степени и логарифмы».
Арифметический корень натуральной степени

Определение. Арифметическим корнем натуральной степени  из неотрицательного числа 
[image: image423.wmf]a

 называется неотрицательное число, 
[image: image424.wmf]n

-я степень которого равна 
[image: image425.wmf]a

.
Обозначение: 
[image: image426.wmf]n

a

, где 
[image: image427.wmf]a

 – подкоренное выражение.

Если 
[image: image428.wmf]2

=

n

, то пишут 
[image: image429.wmf]a

.


Чтобы, используя определение, доказать, что корень 
[image: image430.wmf]n

-й степени 
[image: image431.wmf](

)

0

³

a

a

n

 равен 
[image: image432.wmf]b

, нужно показать, что: 
[image: image433.wmf]a

b

b

n

=

³

;

0

.


Пример 1.  
[image: image434.wmf]4

64

3

=

, так как 
[image: image435.wmf]0

4

>

 и 
[image: image436.wmf]64

4

3

=

.

Определение. Действие, посредством которого отыскивается корень 
[image: image437.wmf]n

-й степени, называется извлечением корня 
[image: image438.wmf]n

-ой степени.

Корень нечетной степени
Определение. Для любого нечетного натурального числа  уравнение 
[image: image439.wmf]1

2

+

k

x

 при 
[image: image440.wmf]0

<

a

 имеет только один корень, причем отрицательный. Этот корень обозначается, как и арифметический корень, символом 
[image: image441.wmf]1

2

+

k

a

. Его называют корнем нечетной степени из отрицательного числа.

Пример 2. 
[image: image442.wmf]3

27

3

-

=

-

, 
[image: image443.wmf]2

32

5

-

=

-


Свойства арифметических корней

Арифметический корень 
[image: image444.wmf]n

-й степени обладает следующими свойствами: если 
[image: image445.wmf]0

³

a

, 
[image: image446.wmf]0

>

b

  и 
[image: image447.wmf]n

m

,

 –  натуральные числа, причем 
[image: image448.wmf]2

,

2

³

³

n

m

, то 
1. 
[image: image449.wmf](

)

a

a

n

n

=


2. 
[image: image450.wmf]n

n

n

b

a

ab

=


3. 
[image: image451.wmf]n

n

n

b

a

b

a

=

, 
[image: image452.wmf]0

¹

b


4. 
[image: image453.wmf](

)

n

m

m

n

a

a

=


5. 
[image: image454.wmf]mn

m

n

a

a

=


6. 
[image: image455.wmf]n

m

nk

mk

a

a

=

.
Пример 3. Вычислить
1. 
[image: image456.wmf](

)

5

5

17

;
2. 
[image: image457.wmf](

)

6

6

13

;
3. 
[image: image458.wmf]3

8

27

×

;
4. 
[image: image459.wmf]4

4

3

27

;

5. 
[image: image460.wmf]3

3

5

4

:
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256

;
6. 
[image: image461.wmf](

)

2

4

9

; 
7. 
[image: image462.wmf]3

4

4096

; 
8. 
[image: image463.wmf]6

3

36

.

Решение. Используя свойства арифметического корня натуральной степени, получаем:
1. 
[image: image464.wmf](

)

17

17

5

5

=

;
2. 
[image: image465.wmf](

)

13

13

6

6

=

;

3. 
[image: image466.wmf]6
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×

; 

4.  
[image: image467.wmf]3
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5. 
[image: image468.wmf]5
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;

6. 
[image: image469.wmf](
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=

;

7. 
[image: image470.wmf]2

2
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;

8. 
[image: image471.wmf]6

6

6

3

6

6

36

=

=

.

Пример 4. Упростить выражения:

1) 
[image: image472.wmf]64

49

100

×

×

;
2) 
[image: image473.wmf]3

16

54

27

×

×

;
3) 
[image: image474.wmf]5

6

32

a

.
Решение.

1) Перемножать подкоренное выражение нет смысла, так как каждый из сомножителей представляет квадрат целого числа. Воспользуемся свойством 2:  
[image: image475.wmf]560
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.
2) Представим подкоренное выражение в виде произведения множителей, каждый из которых является кубом целого числа, и применим свойство 2:


[image: image476.wmf](
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3) 
[image: image477.wmf]5
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Пример 5. Найти значение выражений:

1) 
[image: image478.wmf]25
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;
2) 
[image: image479.wmf]49

,

0
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0
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-

;
3) 
[image: image480.wmf]75
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3
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+

-

.
Решение.

1) В данном выражении первым действием является извлечение квадратного корня из числа. Вторым действием  - сложение полученных результатов. При вычислении используем 1-ое свойство корней:


[image: image481.wmf](
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.
2) Аналогично предыдущему примеру, первым действием является извлечение квадратного корня из числа. Вторым и третьим действиями  - умножение и разность полученных результатов. При вычислении используем 1-ое свойство корней:

[image: image482.wmf](
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.
3) Преобразуем подкоренные выражения, извлечем корень, а затем упростим полученное выражение

[image: image483.wmf]3
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.
Пример 5. Возвести в степень:

1) 
[image: image484.wmf](

)

4

4
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a

; 2) 
[image: image485.wmf](

)
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a

; 3) 
[image: image486.wmf](
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; 4) 
[image: image487.wmf](

)

3
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+

.
Решение. При возведении корня в степень показатель корня остается без изменения, а показатели подкоренного выражения умножаются на показатель степени. 
1) 
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Если данный корень имеет коэффициент, то этот коэффициент возводится в степень отдельно и результат записывается коэффициентом при корне.
3) Используя свойство 6, получаем:
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4) Выражение в скобках, представляющее сумму двух различных радикалов, возведем в куб и упростим:   
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Пример 6. Вычислить. 
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Решение.
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Иррациональность в знаменателе

Утверждение. Для исключения иррациональности в знаменателе дроби нужно подыскать простейшее из выражений, которое в произведении со знаменателем дает рациональное выражение, и умножить на подысканный множитель числитель и знаменатель данной дроби. В более сложных случаях уничтожают иррациональность не сразу, а в несколько приемов.

Пример 7. Упростить выражения: 1) 
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Решение.

1) В выражении 
[image: image502.wmf]a
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 должно быть 
[image: image503.wmf]0

³

a

 и 
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. Умножая числитель и знаменатель дроби на 
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, получим:                     
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2) Умножая числитель и знаменатель дроби на неполный квадрат суммы, получим: 
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3) Приведем дроби к общему знаменателю:    
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Решая данный пример, мы должны иметь в виду, что каждая дробь имеет смысл, т.е. знаменатель каждой дроби отличен от нуля. Кроме того, 
[image: image511.wmf]0
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Степень с рациональным показателем
Определение. Степенью числа  
[image: image512.wmf]0
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 с рациональным показателем 
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 - целое число, а 
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 - натуральное называется число 
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Пример 8.  
1) 
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Замечание 1. Для любого положительного 
[image: image521.wmf]0
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 и любого рационального 
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 число 
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Замечание 2. Любое рациональное число допускает различные записи в виде дроби, поскольку 
[image: image524.wmf]n
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 для любого натурального 
[image: image525.wmf]k

.

Замечание 3. При 
[image: image526.wmf]0
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 рациональная часть числа не определяется.

Свойства степени с рациональным показателем
1. При умножении степеней с одинаковыми основаниями показатели складываются, а основание остается неизменным: 
[image: image527.wmf]n
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.
2. При делении степеней с одинаковыми основаниями показатели вычитаются, а основание остается неизменным: 
[image: image528.wmf]n
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3. При возведении степени в степень показатели перемножаются: 
[image: image529.wmf](
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.
4. При возведении в степень произведения двух чисел, каждое число возводят в эту степень, а результаты перемножают: 
[image: image530.wmf](
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5. Если в степень возводят частное двух чисел, то в эту степень возводят числитель и знаменатель, а результат делят друг на друга: 
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Пример 9. Вычислить 1. 
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Решение. Применяя свойства степени с рациональным показателем, получаем:

1. 
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3. 
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4. 
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5. 
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Свойства монотонности степени с рациональным показателем
Пусть 
[image: image542.wmf]a

 и 
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 - положительные действительные числа, 
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 - произвольные рациональные числа. Тогда справедливы следующие утверждения:
1. если 
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4. если 
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5. если 
[image: image557.wmf]1

=

a

, 
[image: image558.wmf]2

1

r

r

a

a

=

, то 
[image: image559.wmf]2

1

r

r

=

.

Пример 10. Сравнить 
1. 
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Решение. Используя свойства монотонности степени с рациональным показателем, получаем
1. 
[image: image564.wmf]
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Степень с действительным показателем
Рассмотрим степень с иррациональным показателем на примере 
[image: image577.wmf]3
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 последовательность десятичных  приближений числа 
[image: image579.wmf]3

 с недостатком:
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[image: image581.wmf];...
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 . Эта последовательность возрастает и ограничена снизу. Следовательно, она имеет предел. Этот предел обозначается 
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Определение. Пусть действительно число 
[image: image584.wmf]a

 записано в виде бесконечной десятичной дроби  и пусть 
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 - последовательность его десятичных приближений с недостатком. Тогда для любого действительного числа 
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 степень 
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 определяется равенством 
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Свойства степени с действительным показателем
Степени с действительными показателями обладают всеми свойствами степеней с рациональными показателями.

Пусть 
[image: image590.wmf]a

 и 
[image: image591.wmf]b

 - положительные действительные числа, 
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 - произвольные действительные числа. Тогда справедливы следующие утверждения:
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 - умножение степеней;

2. 
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3. 
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)

2

2

1

x

x

x

x

a

a

=

 - возведение степени в степень
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 - возведение дроби в степень.

Пример 11. Вычислить 1) 
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Решение. 
Применяя свойства степени с действительным показателем, получаем:
1. 
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2. 
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Пример 12. Упростить 
[image: image602.wmf](

)

5

2

2

5

7

2

5

3

7

2

-

+

-

-

×

b

b

b

.

Решение. Применяя свойства степени с действительным показателем, получаем


[image: image603.wmf](

)

(

)

(

)
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2
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2

2

5
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2

5
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2

5

2

2

5

7

2

5

3

7

2

b

b

b

b

b

b

b

b

=
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=
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.

Свойства монотонности степени с действительным показателем
Пусть 
[image: image604.wmf]a

 и 
[image: image605.wmf]b

 - положительные действительные числа, 
[image: image606.wmf]2

1

,

,

x

x

x

 - произвольные рациональные числа. Тогда справедливы следующие утверждения:
1. если 
[image: image607.wmf]1

>

a

 и 
[image: image608.wmf]2

1

x

x

<

, то 
[image: image609.wmf]2

1

x

x

a

a

<

;

2. если 
[image: image610.wmf]1

0

<

<

a

 и 
[image: image611.wmf]2

1

x

x

<

, то 
[image: image612.wmf]2

1

x

x

a

a

>

;

3. если 
[image: image613.wmf]b

a

<

 и 
[image: image614.wmf]0

>

x

, то 
[image: image615.wmf]x

x

b

a

<

;

4. если 
[image: image616.wmf]b

a

<

 и 
[image: image617.wmf]0

<

x

, то 
[image: image618.wmf]x

x

b

a

>

;

5. если 
[image: image619.wmf]1

=

a

, 
[image: image620.wmf]2

1

x

x

a

a

=

, то 
[image: image621.wmf]2

1

x

x

=

.

Пример 13. Сравнить 
1. 
[image: image622.wmf]2

3

 и 
[image: image623.wmf]41

,

1

3

;

2. 
[image: image624.wmf]3

2

5

 и 
[image: image625.wmf]2

3

5

;  
3. 
[image: image626.wmf]8

4

÷

ø

ö

ç

è

æ

p

 и 
[image: image627.wmf]3

4

÷

ø

ö

ç

è

æ

p

.

Решение. Применяя свойства монотонности степени с действительным показателем, получаем

1. Так как 
[image: image628.wmf]1

3

>

 и 
[image: image629.wmf]41

,

1

2

>

, то 
[image: image630.wmf]41

,

31

3

2

>

;
2. Так как 
[image: image631.wmf]18

2

3

,

12

3

2

=

=

 и 
[image: image632.wmf]18

12

<

, то 
[image: image633.wmf]2

3

3

2

<

. Поэтому 
[image: image634.wmf]2

3

3

2

5

5

<

;
3. Так как 
[image: image635.wmf]4

0

<

<

p

, то 
[image: image636.wmf]1

4

0

<

<

p

. 
[image: image637.wmf]9

8

<

, т.е. 
[image: image638.wmf]3

8

<

, поэтому 
[image: image639.wmf]3

8

4

4

÷

ø

ö

ç

è

æ

>

÷

ø

ö

ç

è

æ

p

p

.
Логарифм числа
Определение. Логарифмом положительного числа 
[image: image640.wmf]0

>

b

 по основанию 
[image: image641.wmf]a

, где 
[image: image642.wmf]1

,

0

¹

>

a

a

 называется показатель степени, в которую нудно возвести 
[image: image643.wmf]a

, чтобы получить 
[image: image644.wmf]b

.

Пример 14. Вычислить: 1. 
[image: image645.wmf]8

log

2

; 2. 
[image: image646.wmf]243

1

log

3

; 3) 
[image: image647.wmf]25

log

25

1

;

4. 
[image: image648.wmf]3

log

3

; 5. 
[image: image649.wmf]16

1

log

4

1

; 6. 
[image: image650.wmf]81

log

3

1

.

Решение.

1. 
[image: image651.wmf]3

8

log

2

=

, так как 
[image: image652.wmf]8

2

3

=

;

2. 
[image: image653.wmf]5

243

1

log

3

-

=

, так как 
[image: image654.wmf]243

1

3

1

3

5

5

=

=

-

;

3. 
[image: image655.wmf]1

25

log

25

1

-

=

, так как 
[image: image656.wmf]25

25

1

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

:

4. 
[image: image657.wmf]2

1

3

log

3

=

, так как 
[image: image658.wmf]3

3

2

1

=

;

5. 
[image: image659.wmf]2

16

1

log

4

1

=

, так как 
[image: image660.wmf]16

1

4

1

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

;
6. 
[image: image661.wmf]4

81

log

3

1

-

=

, так как 
[image: image662.wmf]81

3

1

4

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

.


Пример 15. Вычислить: 1.
[image: image663.wmf]243

log

27

; 2. 
[image: image664.wmf]216

log

36

1

; 3. 
[image: image665.wmf]64

log

128

.

Решение.

1. Пусть 
[image: image666.wmf]x

=

243

log

27

. Тогда по определению логарифма 
[image: image667.wmf]243

27

=

x

, далее сводим степени к общему основанию 
[image: image668.wmf]5

3

3

3

=

x

. Так как равны две степени по одному и тому же положительному не равному единице основанию, 
[image: image669.wmf]1

3

,

0

3

¹

>

, то и равны показатели степеней, то есть 
[image: image670.wmf]3

5

,

5

3

=

=

x

x

.

Ответ: 
[image: image671.wmf]3

5

243

log

27

=

.

2. Пусть 
[image: image672.wmf]x

=

216

log

36

1

. Тогда по определению логарифма 
[image: image673.wmf]216

36

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

x

. Откуда получаем 
[image: image674.wmf]3

2

6

6

=

-

x

. Так как равны две степени по одному и тому же положительному не равному единице основанию, 
[image: image675.wmf]1

6

,

0

6

¹

>

, то и равны показатели степеней, то есть 
[image: image676.wmf]2

3

,

3

2

-

=

=

-

x

x

.

Ответ: 
[image: image677.wmf]2

3

216

log

36

1

-

=

.

3.Пусть 
[image: image678.wmf]x

=

64

log

128

. Тогда по определению логарифма 
[image: image679.wmf]64

128

=

x

. Откуда получаем 
[image: image680.wmf]6

7

2

2

=

x

. Так как равны две степени по одному и тому же положительному не равному единице основанию, 
[image: image681.wmf]1

2

,

0

2

¹

>

, то и равны показатели степеней, то есть 
[image: image682.wmf]6

7

,

6

7

=

=

x

x

.

Ответ: 
[image: image683.wmf]6

7

64

log

128

=

.

Определение. Действие нахождения логарифма называется логарифмированием.


Определение. Равенство 
[image: image684.wmf]x

a

x

a

=

log

 называется основным логарифмическим тождеством. Это равенство справедливо при 
[image: image685.wmf]1

,

0

,

0

¹

>

>

a

a

x

.


Пример 16. Вычислить 1. 
[image: image686.wmf]5

log

4

4

; 2. 
[image: image687.wmf]5

log

3

9

; 3. 
[image: image688.wmf]3

log

2

2

4

1

-

÷

ø

ö

ç

è

æ


Решение.

1. Применяя основное логарифмическое тождество, получаем 
[image: image689.wmf]5

4

5

log

4

=

;

2. Для того чтобы применить основное логарифмическое тождество необходимо основание степени свести к 3. Тогда 
[image: image690.wmf](

)

(

)

25

5

3

3

9

2

2

5

log

5

log

2

3

log

3

3

3

=

=

=

=

;
3. Используя свойства степени и основное логарифмическое тождество, находим 
[image: image691.wmf](
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.

Утверждение. Логарифм существует только на множестве положительных чисел. 
Пример 17. При каких значениях существует 
[image: image692.wmf]x

x

-

-

2

1

log

5

.

Решение. Так как основание логарифма 
[image: image693.wmf]1

5

,

0

5

¹

>

, то данный логарифм существует тогда и только тогда, когда 
[image: image694.wmf]0

2

1

>

-

-

x

x

, то есть 
[image: image695.wmf]2

1

<

<

x

.

Ответ: 
[image: image696.wmf]2

1

<

<

x

.

Свойства логарифмов
Пусть 
[image: image697.wmf]2

1

,

,

,

x

x

x

a

 - положительные числа причем 
[image: image698.wmf]1

¹

a

. Тогда справедливы следующие утверждения:

1. 
[image: image699.wmf]2

1

2

1

log

log

)

(

log

x

x

x

x

a

a

a

+

=

 - логарифм произведения.

2. 
[image: image700.wmf]2

1

2

1

log

log

log

x

x

x

x

a

a

a

-

=

 - логарифм частного.

3. 
[image: image701.wmf]x

x

a

a

log

log

a

a

=

 - логарифм степени.


4. 
[image: image702.wmf]1

log

=

a

a

, так как 
[image: image703.wmf]a

a

=

1

.

5. 
[image: image704.wmf]0

1

log

=

a

, так как 
[image: image705.wmf]1

0

=

a


Пример 18. Вычислить: 1. 
[image: image706.wmf]2

log

18

log

6

6

+

; 2. 
[image: image707.wmf]4

log

48

log

12

12

-

; 3.
[image: image708.wmf]243

log

3

;  4.
[image: image709.wmf]50

log

12

log

2

1

3

log

5

5

5

+

-

; 

5.
[image: image710.wmf]8

log

2

1

6

log

2

log

36

log

2

1

3

3

3

3

-

-

+

.

Решение. 

1. 
[image: image711.wmf](

)

2

36

log

2

18

log

2

log

18

log

6

6

6

6

=

=

×

=

+

;

2. 
[image: image712.wmf]1

12

log

4

48

log

4

log

48

log

12

12

12

12

=

=

=

-

;

3. 
[image: image713.wmf]5

1

5

3

log

5

3

log

243

log

3

5

3

3

=

×

=

=

=

;

4. 
[image: image714.wmf]2

25

log

12

50

3

log

50

log

12

log

2

1

3

log

5

5

5

5

5

=

=

×

=

+

-

;

5. 
[image: image715.wmf]=

-

-

+

8

log

2

1

6

log

2

log

36

log

2

1

3

3

3

3



[image: image716.wmf](

)

8

log

6

log

2

log

36

log

3

3

3

3

+

-

+

=



[image: image717.wmf]2

1

3

log

3

4

12

log

48

12

log

8

6

2

36

log

3

3

3

3

=

=

=

=

×

×

=

.

Свойства монотонности логарифма
Пусть 
[image: image718.wmf]2

1

,

,

,

x

x

x

a

 - положительные числа причем 
[image: image719.wmf]1

¹

a

. Тогда справедливы следующие утверждения:

1.Если 
[image: image720.wmf]1

>

a

 и 
[image: image721.wmf]2

1

x

x

<

, то 
[image: image722.wmf]2

1

log

log

x

x

a

a

<

.

2.Если 
[image: image723.wmf]1

0

<

<

a

 и 
[image: image724.wmf]2

1

x

x

<

, то 
[image: image725.wmf]2

1

log

log

x

x

a

a

>

.

Пример 19. Сравнить
1. 
[image: image726.wmf]3

log

2

 и 
[image: image727.wmf]9

log

2

;

2. 
[image: image728.wmf]5

log

2

1

 и 
[image: image729.wmf]3

log

2

1


Решение. 

1. Используя свойства монотонности, получаем 
[image: image730.wmf]9

log

3

log

2

2

<

, так как 
[image: image731.wmf]1

2

>

 и 
[image: image732.wmf]9

3

<

.

2. Используя свойства монотонности, получаем 
[image: image733.wmf]3

log

5

log

2

1

2

1

<

, так как 
[image: image734.wmf]1

2

1

0

<

<

 и 
[image: image735.wmf]3

5

>

.

Формула перехода от логарифмов по одному основанию к логарифмам

по другому основанию
Определение. Логарифм, основание которого равно 
[image: image736.wmf]e

, называется натуральным и обозначается 
[image: image737.wmf]x

ln

.

Определение. Логарифм, основание которого равно десяти, называется десятичным и обозначается 
[image: image738.wmf]x

lg

.
Определение. Выражение вида 
[image: image739.wmf]a

c

c

b

b

a

log

log

log

=

 называется формулой перехода к другому основанию.

Данная формула позволяет находить логарифмы чисел по основанию 
[image: image740.wmf]a

, если известны логарифмы по основанию 
[image: image741.wmf]b

. Эта формула часто применяется при решении логарифмических уравнений и неравенств. 

При 
[image: image742.wmf]10

=

a

 и 
[image: image743.wmf]e

b

=

 можно получить формулы перехода к десятичным и натуральным логарифмам: 
[image: image744.wmf]a

x

x

a

x

x

a

a

ln

ln

log

,

lg

lg

log

=

=

.

Пример 20. Вычислить
1. 
[image: image745.wmf]2

log

32

;
2. 
[image: image746.wmf]7

log

49

.

Решение. 

1. Сведем основание логарифма и подлогарифмическое выражение к одинаковому показателю степени: 
[image: image747.wmf]5

1

32

log

2

log

2

log

2

2

32

=

=

;

2. Сведем основание логарифма и подлогарифмическое выражение к одинаковому показателю степени: 
[image: image748.wmf]2

1

49

log

7

log

7

log

7

7

49

=

=

.

Задания для самостоятельной работы
1.Подготовить ответы на основные вопросы темы.
2. Выполнить задания.
1. Вопросы
1) Дайте определение арифметического квадратного корня из числа и приведите пример.
2) Дайте определения корня n-ой степени из числа, приведите пример.
3) Каковы основные свойства арифметического корня?

4) Дайте определение степени с рациональным показателем. Приведите пример.
5) Назовите основные свойства степени с рациональным показателем.
6) Дайте определение степени с действительным показателем. Приведите пример.
7) Назовите основные свойства степени с действительным показателем.
8) Дайте определение логарифма числа. Запишите основное логарифмическое тождество.
9) Назовите основные свойства логарифмов.
10) Запишите формулу перехода от логарифма по одному основанию к логарифму по другому основанию.
11) Какие логарифмы называют натуральными, десятичными?
2. Практические задания
Задание 1. Замените арифметические корни степенями с дробным показателем
1) 
[image: image749.wmf]11

3

2

а

;
2) 
[image: image750.wmf]10

x

;
3) 
[image: image751.wmf]3

2

b

;
4) 
[image: image752.wmf]11

8

n

;
5) 
[image: image753.wmf]7

6

2

;
6) 
[image: image754.wmf]3

5

t

;

7)
[image: image755.wmf]9

51

z

;
8) 
[image: image756.wmf]8

3

2

;
 9) 
[image: image757.wmf]4

9

5

;
10) 
[image: image758.wmf]9

11

3

;
11) 
[image: image759.wmf]39

4

2

;
12) 
[image: image760.wmf]93

12

m

;

13) 
[image: image761.wmf]9

8

f

;
14)
[image: image762.wmf]6

3

21

;
15) 
[image: image763.wmf]31

2

1

;
16) 
[image: image764.wmf]9

2

6

;
17) 
[image: image765.wmf]61

4

с

;
18) 
[image: image766.wmf]8

3

12

;

19) 
[image: image767.wmf]31

2

18

;
20) 
[image: image768.wmf]7

3

3

;
21) 
[image: image769.wmf]3

9

b

;
22) 
[image: image770.wmf]9

17

7

;
23) 
[image: image771.wmf]9

13

;
24) 
[image: image772.wmf]8

15

m

;

25) 
[image: image773.wmf]31

2

19

;
26) 
[image: image774.wmf]9

4

f

;
27) 
[image: image775.wmf]9

a

;
28) 
[image: image776.wmf]19

51

z

;
29) 
[image: image777.wmf]19

5

d

;
30) 
[image: image778.wmf]3

17

7

.

Задание 2. Представьте степень с дробным показателем в виде корня
1) 
[image: image779.wmf]7

3

2

1

3

2

)

3

'

)

2

;

-

d

m

c

 ;

4) 
[image: image780.wmf]3

1

4

5

4

3

)

6

;

)

5

;

z

у

х

-

;
 
[image: image781.wmf]4

1

3

1

4

3

)

9

;

)

8

;

)

7

-

q

g

s

;
[image: image782.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image783.wmf]3

7

9

2

)

11

;

)

10

-

r

p

;
        12) 
[image: image784.wmf]8

1

e

.
Задание 3. Вычислить

1)
[image: image785.wmf]25

,

0

144

4

×

×

; 
 
2) 
[image: image786.wmf]36

144

9

×

×

;   


3) 
[image: image787.wmf]40

10

×

;  
 
4) 
[image: image788.wmf]32

72

×

;
5) 
[image: image789.wmf]2

2

12

13

-

; 
 
6) 
[image: image790.wmf]2

2

312

313

-

; 
 

7) 
[image: image791.wmf]360

9

,

4

×

;  
  
8) 
[image: image792.wmf]4

,

6

160

×

;
9) 
[image: image793.wmf]16

,

0

09

,

0

+

;    
10) 
[image: image794.wmf]09

,

0

16

,

0

-

;   

11) 
[image: image795.wmf]09

,

0

01

,

0

7

-

;  
12)  
[image: image796.wmf]3

3

64

16

27

×

;
13)  
[image: image797.wmf];

125

6

3

-

+




14) 
[image: image798.wmf]16

27

2

1

3

2

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

;



15) 
[image: image799.wmf]3

3

54

9

128

×

;


16) 
[image: image800.wmf]3

3

128

36

250

;
17) 
[image: image801.wmf]3

3

343

64

125

×

;


18) 
[image: image802.wmf]3

4

125

625

9

×

;

19) 
[image: image803.wmf]19

81

15

4

-

×

-


;
20) 
[image: image804.wmf]3

3

3

250

112

49

×



21) 
[image: image805.wmf]3

5

5

001

,

0

32

243

1

-

×

;

22) 
[image: image806.wmf]8

7

4

8

7

4

+

×

-

;  

23) 
[image: image807.wmf]5

5

5

288

9

5

,

4

16

11

1

-

×

;    

24) 
[image: image808.wmf]256

2

1

4

18

8

3

3

4

4

3

-

×

+

;
25) 
[image: image809.wmf]5

,

0

3

2

4

3

2

4

+

×

-

;
26) 
[image: image810.wmf](

)

(

)

3

2

4

3

2

4

+

-

;
27) 
[image: image811.wmf](

)

(

)

3

5

3

5

+

-

;
28) 
[image: image812.wmf]8

7

4

8

7

4

+

×

-

;

29) 
[image: image813.wmf]4

4

2

4

2

18

6

128

5

,

0

32

3

2

a

a

+

-

-

+

+

;
30) 
[image: image814.wmf](

)

4

2

2

2

2

2

180

5

,

2

125

5

245

20

x

x

-

-

-

+

-

+

-

;

31) 
[image: image815.wmf]5

7

1

5

7

22

7

5

9

+

-

+

+

-

;
32) 
[image: image816.wmf](

)

3

6

3

2

1

1

15

28

3

15

12

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

-

-

;

33) 
[image: image817.wmf]4

3

36

12

24

6

5

3

×

×

;

34) 
[image: image818.wmf]5

4

60

20

40

6

8

5

×

×

;

35) 
[image: image819.wmf]5

3

45

15

30

3

5

7

×

×

.
Задание 4. Избавиться от иррациональности в знаменателе

1) 
[image: image820.wmf]3

2

2

-

;   


2) 
[image: image821.wmf]3

2

2

+

  


3) 
[image: image822.wmf]6

5

2

-

  


4) 
[image: image823.wmf]6

5

2

+

  


5) 
[image: image824.wmf]x

a

-

2

;


6) 
[image: image825.wmf]2

11

7

3

11

2

-

-

-

;     
7) 
[image: image826.wmf]3

3

x

a

a

-

;


8) 
[image: image827.wmf]y

x

y

x

+

-

; 

9) 
[image: image828.wmf]a

a

-

-

1

1

;     
10) 
[image: image829.wmf]y

x

y

x

-

+

;


11) 
[image: image830.wmf]3

2

3

12

-

+

;     
12) 
[image: image831.wmf]4

3

2

2

+

;  

13) 
[image: image832.wmf]4

3

3

2

47

-

;


14) 
[image: image833.wmf]1

7

49

3

3

3

+

+

;

15) 
[image: image834.wmf]2

7

2

2

7

3

+

-

-

.
Задание 5. Упростить выражение.

1) 
[image: image835.wmf]11

3

3

5

z

xy

y

z

x

×

;


2) 
[image: image836.wmf]8

5

15

3

8

19

3

5

a

b

c

a

b

c

×

;

3) 
[image: image837.wmf]5

2

5

7

6

ab

b

a

¸

;


4) 
[image: image838.wmf]3

2

3

2

2

2

b

a

ab

;

5) 
[image: image839.wmf]mn

n

m

×

-

)

(

;

6) 
[image: image840.wmf])

3

2

(

)

3

2

(

y

x

y

x

+

×

-

;

7) 
[image: image841.wmf])

(

b

a

ab

+

×

;

8) 
[image: image842.wmf])

22

2

(

2

-

×

;

9) 
[image: image843.wmf]2

)

24

8

(

×

-

;

10) 
[image: image844.wmf]2

6

6

m

m

-

+

;

11) 
[image: image845.wmf]3

9

+

-

b

b

;



12) 
[image: image846.wmf]5

5

2

-

-

b

b

;

13) 
[image: image847.wmf]1

-

-

a

a

a

;



14) 
[image: image848.wmf]4

2

-

-

х

х

;

15) 
[image: image849.wmf]6

11

3

6

3

5

a

cb

a

b

c

×

;


16) 
[image: image850.wmf]5

3

3

5

4

2

7

z

b

х

z

b

х

×

;

17) 
[image: image851.wmf]8

7

13

3

8

9

3

5

x

y

z

x

y

z

×

;

18) 
[image: image852.wmf]6

8

2

5

6

4

10

p

a

d

p

da

×

;

19) 
[image: image853.wmf]6

8

11

4

9

7

5

a

b

c

a

b

c

×

;

20) 
[image: image854.wmf]3

5

2

3

4

5

a

хb

a

b

х

×

;
Задание 6. Сравнить.

1) 
[image: image855.wmf]6

7

8

3

÷

ø

ö

ç

è

æ

 и 
[image: image856.wmf]6

7

9

4

÷

ø

ö

ç

è

æ

;

2) 
[image: image857.wmf]5

3

7

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

 и 
[image: image858.wmf]5

3

14

9

÷

ø

ö

ç

è

æ

;

3) 
[image: image859.wmf]6

11

9

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

 и 
[image: image860.wmf]6

11

42

5

÷

ø

ö

ç

è

æ

;

4) 
[image: image861.wmf]5

4

11

7

÷

ø

ö

ç

è

æ

 и 
[image: image862.wmf]5

4

13

8

÷

ø

ö

ç

è

æ

;

5) 
[image: image863.wmf]7

10

13

5

÷

ø

ö

ç

è

æ

 и 
[image: image864.wmf]7

10

11

4

÷

ø

ö

ç

è

æ

;

6) 
[image: image865.wmf]5

7

9

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

 и 
[image: image866.wmf]5

7

10

3

÷

ø

ö

ç

è

æ

;

7) 
[image: image867.wmf]2

3

7

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

 и 
[image: image868.wmf]2

3

9

4

÷

ø

ö

ç

è

æ

;

8) 
[image: image869.wmf]6

5

13

12

÷

ø

ö

ç

è

æ

 и 
[image: image870.wmf]6

5

12

11

÷

ø

ö

ç

è

æ

;

9) 
[image: image871.wmf]6

8

7

13

÷

ø

ö

ç

è

æ

 и 
[image: image872.wmf]6

8

9

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

;

10) 
[image: image873.wmf]3

7

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

 и 
[image: image874.wmf]3

4

9

÷

ø

ö

ç

è

æ

.

Задание 7. Найти значение выражения

1) 
[image: image875.wmf]4

6

10

5

10

9

8

8

13

2

26

14

7

2

×

×

×

×

;


2) 
[image: image876.wmf]4

3

5

4

2

12

×

;

3) 
[image: image877.wmf]7

6

5

4

3

5

5

2

10

3

2

12

×

¸

×

;



4) 
[image: image878.wmf]5

4

6

9

8

9

10

26

8

13

7

2

7

14

×

¸

×

×

;

5) 
[image: image879.wmf]4

6

5

10

9

8

8

13

26

14

7

2

×

¸

×

;


6) 
[image: image880.wmf]7

6

5

4

3

5

5

2

10

3

2

12

×

×

×

;

7) 
[image: image881.wmf]2

3

1

0

6

125

1

456

-

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

;


8) 
[image: image882.wmf]3

3

1

0

4

27

1

328

-

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

;

9) 
[image: image883.wmf](

)

1

2

1

0

3

2

16

,

0

245

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

;

10) 
[image: image884.wmf](

)

2

3

1

0

5

1

027

,

0

921

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

;

11) 
[image: image885.wmf]2

4

1

0

5

16

1

35

-

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

;


12) 
[image: image886.wmf]3

3

1

0

4

8

1

45

-

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

;

13) 
[image: image887.wmf](

)

2

3

1

0

5

1

27

46

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

;

14) 
[image: image888.wmf]3

4

1

0

2

81

1

36

-

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

.

Задание 8. Вычислить.
1) 
[image: image889.wmf]6

3

2

6

9

9

-

-

×

;




2) 
[image: image890.wmf]2

11

9

2

6

6

-

-

×

;

3) 
[image: image891.wmf]5

5

1

5

10

10

-

-

×

;



4) 
[image: image892.wmf]3

5

7

3

5

5

-

-

×

;

5) 
[image: image893.wmf]3

5

1

3

2

2

-

-

×

;




6) 
[image: image894.wmf]2

6

4

2

3

3

-

-

×


7) 
[image: image895.wmf]3

6

5

3

7

7

-

-

×

;




8) 
[image: image896.wmf]7

5

3

7

5

5

-

-

×

;

9) 
[image: image897.wmf]3

2

1

3

3

2

2

)

4

2

(

-

-

×

-

;


10) 
[image: image898.wmf]3

1

3

2

3

3

3

9

-

-

-

×

×

;

11) 
[image: image899.wmf]7

7

2

7

2

2

3

6

×

+

+

;




12) 
[image: image900.wmf]7

7

2

7

2

2

5

10

×

+

-

+

;

13) 
[image: image901.wmf]2

2

2

2

2

2

5

)

5

25

(

-

×

-


;

14) 
[image: image902.wmf]2

3

3

4

2

3

81

3

-

-

×

×

.
Задание 9. Вычислить.
1) 
[image: image903.wmf]7

4

7

3

7

3

3

8

24

-

×

;




2) 
[image: image904.wmf]5

2

5

3

5

3

5

4

20

-

×

;

3) 
[image: image905.wmf]5

4

5

1

5

1

10

2

20

-

×

;




4)
[image: image906.wmf]9

5

9

4

9

4

3

5

15

-

×

;

5) 
[image: image907.wmf]3

2

3

1

3

1

3

2

6

-

×

;




6)
[image: image908.wmf]7

3

7

4

7

4

2

7

14

-

×

;

7) 
[image: image909.wmf]4

3

4

1

4

3

7

4

28

×

-

;




8)
[image: image910.wmf]5

3

5

2

5

2

3

4

12

-

×

;

9) 
[image: image911.wmf](

)

(

)

6

4

4

2

5

4

128

256

64

16

×

×

;



10) 
[image: image912.wmf]13

13

7

3

5

2

10

100

×

×

;

11 
[image: image913.wmf](

)

(

)

(

)

3

11

3

4

8

3

6

6

6

-

×

;



12
[image: image914.wmf]10

10

4

3

3

2

6

36

×

×

.
Задание 10. Сравнить.
1) 
[image: image915.wmf]7

2

)

3

,

2

(

 и 
[image: image916.wmf]7

2

9

2

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

;


2) 
[image: image917.wmf]3

2

8

3

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

 и 
[image: image918.wmf];

1


3) 
[image: image919.wmf]3

5

)

8

,

0

(

 и 
[image: image920.wmf]3

5

6

5

÷

ø

ö

ç

è

æ

;


4) 
[image: image921.wmf]3

5

7

4

÷

ø

ö

ç

è

æ

и 
[image: image922.wmf];

1


5) 
[image: image923.wmf]5

,

1

3

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

 и 
[image: image924.wmf]3

3

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

;



6) 
[image: image925.wmf]2

5

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

 и 
[image: image926.wmf]3

5

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

;

7) 
[image: image927.wmf]5

2

-

 и 
[image: image928.wmf]7

2

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

;



8) 
[image: image929.wmf]p

÷

ø

ö

ç

è

æ

9

1

 и 
[image: image930.wmf]14

,

3

9

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

;

9) 
[image: image931.wmf]5

,

1

3

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

 и 
[image: image932.wmf]3

3

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

;



10) 
[image: image933.wmf]2

5

3

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

p

 и 
[image: image934.wmf]2

5

4

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

p

.

Задание 11. Упростить.

1) 
[image: image935.wmf](

)

3

7

2

3

-

×

a

a

a

;




2) 
[image: image936.wmf](

)

9

4

5

2

x

x

x

×

;

3) 
[image: image937.wmf](

)

20

4

4

3

-

-

×

a

a

a

;




4) 
[image: image938.wmf](

)

5

2

4

x

x

x

×

;

5) 
[image: image939.wmf](

)

31

4

5

4

-

-

×

x

x

x

;




6) 
[image: image940.wmf](

)

3

14

5

2

а

а

а

×

-

-

;

7) 
[image: image941.wmf](

)

19

4

5

2

-

-

×

x

x

x

;




8) 
[image: image942.wmf](

)

9

4

5

2

x

x

x

×

;

9) 
[image: image943.wmf](

)

22

7

3

5

с

с

с

×

;




10) 
[image: image944.wmf](

)

9

2

2

3

а

а

а

×

;

11) 
[image: image945.wmf](

)

7

2

2

2

а

а

а

×

;




12) 
[image: image946.wmf](

)

(

)

(

)

2

3

5

5

6

10

:

х

х

х

×

;

13) 
[image: image947.wmf](

)

11

2

3

3

с

с

с

×

;




14) 
[image: image948.wmf](

)

(

)

(

)

3

5

3

2

4

3

:

х

х

х

×

;

15) 
[image: image949.wmf](

)

(

)

(

)

3

2

4

5

4

y

у

n

-

×

-

;


16) 
[image: image950.wmf](

)

21

2

3

6

с

с

с

×

;

17) 
[image: image951.wmf](

)

(

)

(

)

2

3

2

2

5

:

y

у

n

-

+

;


18) 
[image: image952.wmf](

)

9

2

2

4

а

а

а

×


19)  
[image: image953.wmf](

)

20

2

7

3

2

с

c

с

с

×

×

;



20) 
[image: image954.wmf](

)

(

)

(

)

3

5

3

2

4

3

:

х

х

х

×


Задание 12. Вычислить.

1) 
[image: image955.wmf]144

log

12

;

2) 
[image: image956.wmf]81

1

log

3

1

;

3) 
[image: image957.wmf]256

log

4

1

;

4) 
[image: image958.wmf]625

1

log

5

;

5) 
[image: image959.wmf]1000

lg

;

6) 
[image: image960.wmf]216

log

36

;
7) 
[image: image961.wmf]256

log

64

;

8) 
[image: image962.wmf]243

1

log

9

1

;

9) 
[image: image963.wmf]125

log

25

;

10) 
[image: image964.wmf]5

log

25

;

11) 
[image: image965.wmf]1

log

12

;


12) 
[image: image966.wmf]144

log

12

1

.

Задание 13. Вычислить. 

1) 
[image: image967.wmf]3

log

12

log

6

6

+

;



2) 
[image: image968.wmf]72

log

2

log

12

12

+

;

3) 
[image: image969.wmf]2

log

250

log

5

5

-

;


4) 
[image: image970.wmf]7

log

35

log

5

5

-

;

5) 
[image: image971.wmf]4

log

36

log

12

12

+

;


6) 
[image: image972.wmf]64

log

34

log

8

8

-

;

7) 
[image: image973.wmf]2

log

16

log

2

2

+

;


8) 
[image: image974.wmf]16

15

log

15

log

2

2

-

;

9) 
[image: image975.wmf]64

log

16

log

8

2

+

;


10) 
[image: image976.wmf]81

log

27

log

9

3

-

;

11) 
[image: image977.wmf]16

log

log

5

2

4

14

log

5

-

;

12) 
[image: image978.wmf]512

log

log

3

2

3

18

log

3

-

;

13) 
[image: image979.wmf]64

log

16

log

8

4

+

;


14) 
[image: image980.wmf]16

7

log

7

log

2

2

-

;

15) 
[image: image981.wmf]2

log

6

log

3

1

3

+

;


16) 
[image: image982.wmf]2

log

3

2

8

8

9

log

log

-

;

17) 
[image: image983.wmf]16

log

log

5

4

2

16

log

5

-

;


18) 
[image: image984.wmf]4

,

0

log

2

1

log

5

log

5

,

2

2

125

+

-

;

19) 
[image: image985.wmf]5

,

0

log

2

9

4

4

8

log

log

-

-

;

20) 
[image: image986.wmf]4

log

5

log

3

1

log

64

2

,

0

3

+

-

.

Задание 14. Вычислить. 
1) 
[image: image987.wmf]7

7

log

7

1

×

;



2) 
[image: image988.wmf]6

6

log

5

6

1

×

;

3) 
[image: image989.wmf]36

6

log

5

6

×

;



4) 
[image: image990.wmf]49

7

log

5

7

×

;

5) 
[image: image991.wmf]9

log

3

;




6) 
[image: image992.wmf]3

49

7

log

7

;

7) 
[image: image993.wmf]3

5

1

5

25

log

;



8) 
[image: image994.wmf]7

343

log

5

7

;

9) 
[image: image995.wmf]3

100

lg






10) 
[image: image996.wmf]5

10

100

lg

.

Задание 15. Вычислить.

1) 
[image: image997.wmf]5

,

0

log

3

9

4

4

27

log

log

-

-

;

2) 
[image: image998.wmf]5

lg

2

10

-

;
3) 
[image: image999.wmf]2

log

2

1

7

49

+

;




4) 
[image: image1000.wmf]1

log

4

log

3

2

1

2

2

1

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

;

5) 
[image: image1001.wmf]6

log

3

log

2

3

,

0

5

3

,

0

5

+

;


6) 
[image: image1002.wmf]3

log

2

1

7

7

1

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

;

7) 
[image: image1003.wmf]5

log

4

3

1

27

-

;




8) 
[image: image1004.wmf]5

lg

2

3

10

-

;

9) 
[image: image1005.wmf]5

log

3

9

1

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

;




10) 
[image: image1006.wmf]2

log

3

2

5

1

5

-

.

Задание 16. Вычислить.
1) 
[image: image1007.wmf]20

log

15

log

12

log

8

8

8

+

-

;

2) 
[image: image1008.wmf]3

1

7

7

7

21

log

3

14

log

6

log

-

-

;
3) 
[image: image1009.wmf]28

log

2

1

32

log

7

log

2

1

4

4

4

-

+

;
4) 
[image: image1010.wmf]6

log

2

1

32

log

2

1

12

log

3

3

3

+

-

;

5) 
[image: image1011.wmf]81

log

log

3

3

2

18

log

3

-

;


6) 
[image: image1012.wmf]8

lg

64

lg

4

lg

-

;
7) 
[image: image1013.wmf]1

log

2

1

log

3

log

150

log

5

5

5

5

-

+

-

;
8) 
[image: image1014.wmf]1

log

9

4

log

2

log

4

4

log

3

3

3

3

-

+

-

;

9) 
[image: image1015.wmf]6

log

24

log

4

log

16

16

16

-

+

;

10) 
[image: image1016.wmf]28

log

2

1

32

log

7

log

2

1

4

4

4

-

+

.

Задание 17. Найти при каких значениях 
[image: image1017.wmf]x

 существуют выражения.

1) 
[image: image1018.wmf]4

3

6

log

2

6

-

-

x

x

x

;



2) 
[image: image1019.wmf]x

x

2

7

3

5

log

2

2

+

-

;

3) 
[image: image1020.wmf]x

x

2

7

3

5

log

2

-

+

;



4) 
[image: image1021.wmf]1

3

6

log

6

+

-

x

x

;

5) 
[image: image1022.wmf]x

x

2

7

3

5

log

3

1

-

+

;



6) 
[image: image1023.wmf]5

3

4

log

6

+

-

x

x

;

7) 
[image: image1024.wmf](

)

2

7

49

log

x

-

;



8) 
[image: image1025.wmf](

)

6

log

2

7

-

+

x

x

;

9) 
[image: image1026.wmf](

)

2

6

1

2

log

x

x

-

-

;


10) 
[image: image1027.wmf](

)

4

4

lg

2

+

+

x

x

.
§ 3. Самостоятельная работа по теме «Основы тригонометрии»
Цели:

1. обобщить теоретические знания по теме «Основы тригонометрии»;

2. рассмотреть алгоритмы решений заданий по теме «Основы тригонометрии», решить задачи.
Теоретический материал

Измерение углов и дуг
Определение. Дугой в один градус называют дугу, длина которой равна 
[image: image1028.wmf]360

1

 части ее окружности, а центральный угол, опирающийся на эту дугу, называют углом в один градус (
[image: image1029.wmf]0

1

).

Определение. Дугой в один радиан называют круговую дугу, длина которой равна длин радиуса ее окружности, а центральный угол, опирающийся на эту дугу, называют углом в один радиан (1 рад).

Утверждение. Градусная и радианная мера дуг и углов не зависит от радиуса окружности, а зависит только от величины соответствующего центрального угла.

Утверждение. Если круговая мера угла 
[image: image1030.wmf]a

 радиан, то это означает, что угол содержит 
[image: image1031.wmf]p

a

0

180

×

 градусов.

Утверждение. Если круговая мера угла 
[image: image1032.wmf]a

 градусов, то это означает, что угол имеет круговую меру 
[image: image1033.wmf]0

0

180

p

a

×

 радиан.

Определение. Угол в 
[image: image1034.wmf]0

360

 называется полным, в 
[image: image1035.wmf]0

180

 - развернутым, в 
[image: image1036.wmf]0

90

 - прямым. Острым углом называется угол меньше 
[image: image1037.wmf]0

90

. Тупой угол – это угол больше 
[image: image1038.wmf]0

90

, но меньше 
[image: image1039.wmf]0

180

.

Пример 1. Найти градусную меру следующих углов:
1) 
[image: image1040.wmf]4

3

p

a

=

;

2) 
[image: image1041.wmf]9

p

a

=

; 3) 
[image: image1042.wmf]3

2

p

a

=

;
4) 
[image: image1043.wmf]4

7

p

a

=

.

Решение. 

1) 
[image: image1044.wmf]0

0

135

4

3

180

4

3

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

=

p

p

p

;

2) 
[image: image1045.wmf]0

0

20

9

180

9

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

=

p

p

p

;

3) 
[image: image1046.wmf]0

120

3

2

180

3

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

=

p

p

p

.

4) 
[image: image1047.wmf]0

0

315

4

7

180

4

7

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

=

p

p

p

.

Пример 2. Найти радианную меру следующих углов: 
1) 
[image: image1048.wmf]0

36

=

a

 2) 
[image: image1049.wmf]0

150

=

a

;

3) 
[image: image1050.wmf]0

105

=

a

.
1) 
[image: image1051.wmf]36

180

36

0

×

=

p



 EMBED Equation.3  [image: image1052.wmf]5

p

=

рад;

2) 
[image: image1053.wmf]150

180

150

0

×

=

p



 EMBED Equation.3  [image: image1054.wmf]6

5

p

=

рад;

3) 
[image: image1055.wmf]12

7

105

180

105

0

p

p

=

×

=

рад

В таблице 1 приведены  наиболее часто встречающиеся углы.

Таблица 1 

Таблица наиболее часто встречающихся углов в градусной и в радианной мере

	Градусы
	
[image: image1056.wmf]0

0


	
[image: image1057.wmf]0

30


	
[image: image1058.wmf]0

45


	
[image: image1059.wmf]0

60


	
[image: image1060.wmf]0

90


	
[image: image1061.wmf]0

180



	Радианы
	
[image: image1062.wmf]0


	
[image: image1063.wmf]6

p


	
[image: image1064.wmf]4

p


	
[image: image1065.wmf]3

p


	
[image: image1066.wmf]2

p


	
[image: image1067.wmf]p




Радианная мера угла удобна для вычисления длины дуги окружности. Так как угол в 1 радиан стягивает дугу, длина которой равна радиусу 
[image: image1068.wmf]R

, то угол в 
[image: image1069.wmf]a

 радиан стягивает дугу длиной  
[image: image1070.wmf]R

l

a

=

.

Пример 3. Вычислить радиус окружности, если дуга длиной 
[image: image1071.wmf]36

,

0

 м стягивает центральный угол в 
[image: image1072.wmf]9

,

0

 рад.

Решение. Из формулы 
[image: image1073.wmf]R

l

a

=

 выразим радиус 
[image: image1074.wmf]a

l

R

=

. Тогда 
[image: image1075.wmf]4

,

0

9

,

0

36

,

0

=

=

R

.

Ответ: 
[image: image1076.wmf]4

,

0

=

R

.

Утверждение. Площадь кругового сектора радиуса 
[image: image1077.wmf]R

, образованного углом в 
[image: image1078.wmf]a

 радиан, равна 
[image: image1079.wmf]a

2

2

R

S

=

, где 
[image: image1080.wmf]p

a

<

<

0

.

Пример 4. Дуга кругового сектора стягивает угол в 
[image: image1081.wmf]4

3

p

 радиан. Найти площадь сектора, если радиус круга равен 1 см.

Решение. Используя формулу 
[image: image1082.wmf]a

2

2

R

S

=

, найдем площадь сектора. 
[image: image1083.wmf]18

,

1

8

14

,

3

3

4

3

2

1

2

»

×

»

=

p

S

.

Ответ: 
[image: image1084.wmf]18

,

1

»

S

.

Поворот точки вокруг начала координат
Определение. Окружность радиуса 1 с центром в начале координат называется единичной окружностью. 

1) Пусть 
[image: image1085.wmf]0

>

a

. Пусть точка, двигаясь по единичной окружности от точки 
[image: image1086.wmf]P

 против часовой стрелки, прошла путь длиной 
[image: image1087.wmf]a

 (рис. 1). Конечную точку пути обозначим 
[image: image1088.wmf]M

. В этом случае точка 
[image: image1089.wmf]M

 получена из точки 
[image: image1090.wmf]P

 поворотом вокруг начала координат на угол 
[image: image1091.wmf]a

 радиан. 
2) Пусть 
[image: image1092.wmf]0

<

a

. Поворот на угол 
[image: image1093.wmf]a

 радиан означает, что движение совершалось по часовой стрелке, и точка прошла путь длиной 
[image: image1094.wmf]a

 (рис. 2). 

[image: image1095.png]




[image: image1096.png]



       Рис. 1.против часовой стрелки

Рис. 2.
 по часовой стрелке
Пример 5. 

1) При повороте точки 
[image: image1097.wmf])

0

;

1

(

P

 на угол 
[image: image1098.wmf]2

p

 радиан получается точка 
[image: image1099.wmf]M

 с координатами 
[image: image1100.wmf])

1

;

0

(

; так как длина дуги единичной окружности, равная 
[image: image1101.wmf]2

p

, равна 
[image: image1102.wmf]4

1

 длины всей единичной окружности: 
[image: image1103.wmf]p

p

2

4

1

2

×

=

 (рис. 3).

2) При повороте точки 
[image: image1104.wmf])

0

;

1

(

P

 на угол 
[image: image1105.wmf]2

p

-

 радиан получается точка 
[image: image1106.wmf]N

 с координатами 
[image: image1107.wmf])

1

;

0

(

-

 (рис. 3).

3) При повороте точки 
[image: image1108.wmf])

0

;

1

(

P

 на угол 
[image: image1109.wmf]2

3

p

 радиан получается точка 
[image: image1110.wmf]K

 с координатами 
[image: image1111.wmf](

)

1

;

0

-

 (рис. 4).

4) При повороте точки 
[image: image1112.wmf])

0

;

1

(

P

 на угол 
[image: image1113.wmf]p

-

 получается 
[image: image1114.wmf](

)

0

;

1

-

L

 (рис. 4).

При повороте  точки на 
[image: image1115.wmf]a

 радиан можно сказать, что поворот этой точки выполнен на 
[image: image1116.wmf]a

p

180

 градусов; поворот на 
[image: image1117.wmf]2

p

 - это поворот на 
[image: image1118.wmf]0

90

, поворот на 
[image: image1119.wmf]2

p

-

 - это поворот на 
[image: image1120.wmf]0

90

-

, поворот на 
[image: image1121.wmf]2

3

p

 - это поворот на 
[image: image1122.wmf]0

270

.

[image: image1123.png]






[image: image1124.png]



       Рис. 3. поворот на  
[image: image1125.wmf]2

p

-



                                    Рис. 4 поворот на 
[image: image1126.wmf]2

3

p


При повороте точки на 
[image: image1127.wmf]p

2

, то есть на 
[image: image1128.wmf]0

360

, точка возвращается в первоначальное положение. При повороте на 
[image: image1129.wmf]p

2

-

, то есть на 
[image: image1130.wmf]0

360

-

, получается та же самая точка.

Если 
[image: image1131.wmf]p

a

2

>

, то при повороте на угол 
[image: image1132.wmf]a

 точка проходит путь длиной больше длины окружности, то есть совершает один или несколько полных оборотов и проходит еще некоторый путь 
[image: image1133.wmf]0
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, где 
[image: image1134.wmf]p
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Пример 6. При повороте на 
[image: image1135.wmf]2

9

p

 точка совершит два полных оборота и еще пройдет путь 
[image: image1136.wmf]2

p

, так как 
[image: image1137.wmf]2
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. Таким образом, при повороте на угол 
[image: image1138.wmf]2
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 получается та же самая точка единичной окружности, что и при повороте на угол 
[image: image1139.wmf]2

p

.

Если 
[image: image1140.wmf]p
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<

, то при повороте на угол 
[image: image1141.wmf]a

 точка совершает больше одного оборота по единичной окружности по часовой стрелке.

Пример 7. При повороте на 
[image: image1142.wmf]2

5

p

-

 точка совершает один оборот по часовой стрелки и еще поворот на 
[image: image1143.wmf]2

p

-

, так как 
[image: image1144.wmf]p
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. Таким образом, при повороте на угол 
[image: image1145.wmf]2
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 получается та же самая точка единичной окружности, что и при повороте на угол 
[image: image1146.wmf]2
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.

Если 
[image: image1147.wmf]k
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, где 
[image: image1148.wmf]k

 - это целое число, то при повороте на угол 
[image: image1149.wmf]a

 получается та же самая точка единичной окружности, что и при повороте на угол 
[image: image1150.wmf]0

a

.

Каждому действительному числу 
[image: image1151.wmf]a

 соответствует единственная точка единичной окружности, получаемая поворотом точки 
[image: image1152.wmf](

)

0

;

1

 на угол 
[image: image1153.wmf]a

 радиан.

Одной и той же точке единичной окружности соответствует бесконечное множество действительных чисел 
[image: image1154.wmf]k

p
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2

+

, где 
[image: image1155.wmf]k

 - это целое число, задающих поворот точки 
[image: image1156.wmf](
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 в точку 
[image: image1157.wmf]M

 (рис. 4).

Пример 8. Найти координаты точки, полученной поворотом точки 
[image: image1158.wmf])
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 на угол: 1) 
[image: image1159.wmf]p
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;

2) 
[image: image1160.wmf]2
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.

Решение.

1)Так как 
[image: image1161.wmf]3
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p

, то при повороте на 
[image: image1162.wmf]p
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 получается та же самая точка, что и при повороте на 
[image: image1163.wmf]p

, то есть получается точка с координатами 
[image: image1164.wmf])
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2) Так как 
[image: image1165.wmf]2
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, то при повороте на 
[image: image1166.wmf]2
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 получается та же самая точка, что при повороте на 
[image: image1167.wmf]2
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, то есть получается точка с координатами 
[image: image1168.wmf])
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Определение тригонометрических функций

Определение. Синусом числа 
[image: image1169.wmf]a

 называется ордината точки, полученная поворотом точки 
[image: image1170.wmf])
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(

 вокруг начала координат на угол 
[image: image1171.wmf]a

 радиан.

Синус числа 
[image: image1172.wmf]a

 обозначается 
[image: image1173.wmf]a

sin

.

Определение. Косинусом числа 
[image: image1174.wmf]a

 называется абсцисса точки, полученная поворотом точки 
[image: image1175.wmf])
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(

 вокруг начала координат на угол 
[image: image1176.wmf]a

 радиан.

Косинус числа 
[image: image1177.wmf]a

 обозначается 
[image: image1178.wmf]a

cos

.

Так как поворот на угол числа 
[image: image1179.wmf]a

 радиан совпадает с поворотом 
[image: image1180.wmf]a

p

180

 градусов, аргумент синуса и косинуса  можно выразить как в градусах, так и в радианах.
Пример 9. При повороте точки с координатами 
[image: image1181.wmf])
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 на угол 
[image: image1182.wmf]2
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 радиан, то есть угол 
[image: image1183.wmf]0
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, получается точка с координатами 
[image: image1184.wmf])
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. Поэтому 
[image: image1185.wmf]0
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Пример 10. Найти 
[image: image1186.wmf](
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sin

 и 
[image: image1187.wmf](
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cos

.

Решение. Точка с координатами 
[image: image1188.wmf])
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 при повороте на угол 
[image: image1189.wmf]p
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 перейдет в точку 
[image: image1190.wmf])
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. Следовательно, 
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Пример 11. Найти 
[image: image1193.wmf]0
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sin

 и 
[image: image1194.wmf]0
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cos

.

Решение. Точка с координатами 
[image: image1195.wmf])

0

;

1

(

 при повороте на угол 
[image: image1196.wmf]0
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 перейдет в точку с координатами 
[image: image1197.wmf])
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. Следовательно, 
[image: image1198.wmf]1
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, 
[image: image1199.wmf]0
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cos
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.

Пример 12. Решить уравнение 
[image: image1200.wmf]0

sin

=

x

.

Решение. Синус числа – это ордината точки. Ординату, равную нулю, имеют две точки единичной окружности: 
[image: image1201.wmf])
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 и 
[image: image1202.wmf])
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. Эти точки получаются из точки 
[image: image1203.wmf])
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 поворотом на углы 
[image: image1204.wmf]p
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 и т. д., а также поворотом на углы 
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 и т. д. Следовательно, 
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 при 
[image: image1207.wmf]p

k

x

=

, где 
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 - любое целое число, то есть 
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 и так далее.
Ответ: 
[image: image1210.wmf]p
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, где 
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.
Пример 13. Решить уравнение 
[image: image1212.wmf]0

cos

=

x

.

Решение. Косинус числа – это абсцисса. Абсциссу, равную нулю, имеют две точки единичной окружности: 
[image: image1213.wmf])
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 и 
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. Эти точки получаются из точки 
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 поворотом на углы 
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 и т. д., а также поворотом на углы 
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, то есть на углы 
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, где 
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Ответ: 
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Пример 14. Решить уравнение 1) 
[image: image1222.wmf]1

sin
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;
2) 
[image: image1223.wmf]1

cos

=

x

. 

Решение. 1) Ординату, равную единице, имеет точка 
[image: image1224.wmf])
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 единичной окружности. Эта точка получается из точки 
[image: image1225.wmf])
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 поворотом на углы 
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, где 
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Ответ: 
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, где 
[image: image1229.wmf]Z
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2) Абсциссу, равную единице, имеет точка, полученная из точки 
[image: image1230.wmf])
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 поворотом на углы 
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, где 
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Ответ: 
[image: image1233.wmf]k
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[image: image1234.wmf]Z
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.
Определение. Тангенсом числа 
[image: image1235.wmf]a

 называется отношение синуса числа 
[image: image1236.wmf]a

 к косинусу 
[image: image1237.wmf]a

. Тангенс числа 
[image: image1238.wmf]a

 обозначается 
[image: image1239.wmf]a
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Определение. Котангенсом числа 
[image: image1240.wmf]a

 называется отношение косинуса числа 
[image: image1241.wmf]a

 к синусу числа 
[image: image1242.wmf]a

. Котангенс обозначается 
[image: image1243.wmf]a
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.

Пусть задано действительное число 
[image: image1244.wmf]x

. Этому числу поставим в соответствие действительное число 
[image: image1245.wmf]x

y

sin

=

. Тем самым на множестве действительных чисел задана функция 
[image: image1246.wmf]x
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. 
Определим функции 
[image: image1247.wmf]tgx
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 и 
[image: image1248.wmf]ctgx
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. Так как 
[image: image1249.wmf]a
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 определен при всех 
[image: image1250.wmf]R
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, кроме тех значений при которых 
[image: image1251.wmf]0
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, то каждому действительному числу 
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, соответствует единственное число 
[image: image1253.wmf]tgx
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. Таким образом, на множестве 
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 задана функция 
[image: image1255.wmf]tgx
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. 

В таблице 2 представлены наиболее часто встречающиеся значения тригонометрических функций.
Таблица 2

Значения тригонометрических функций для некоторых углов
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Пример 15. Вычислить 1) 
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Решение. Использую таблицу значений тригонометрических функций, получаем.
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Знаки тригонометрических функций

Тригонометрический круг  разделяется на четыре четверти (квадранта). Первый квадрант соответствует интервалу круга 
[image: image1313.wmf]0
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, второй квадрант соответствует интервалу 
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, третий квадрант соответствует интервалу 
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, третий квадрант соответствует интервалу 
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 (рис. 5).
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Рис. 5. тригонометрический круг
Знаки синуса. Выясним, при каких значениях 
[image: image1318.wmf]a

 выполняются неравенства 
[image: image1319.wmf]0
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>
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 и 
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<
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. Числу 
[image: image1321.wmf]a

 соответствует точка единичной окружности, полученная поворотом точки с координатами 
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 на угол 
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 радиан. Число 
[image: image1324.wmf]a
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 - это ордината соответствующей точки, поэтому 
[image: image1325.wmf]0
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>

a

, если точка расположена выше оси абсцисс, то есть в первой или второй координатной четверти. Если эта точка лежит ниже оси абсцисс, то ее ордината отрицательна, то есть 
[image: image1326.wmf]0

sin
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a

 в третьей или четвертой координатной четверти (рис. 6).

Знаки косинуса. Выясним, при каких значениях 
[image: image1327.wmf]a

 выполняются неравенства 
[image: image1328.wmf]0
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 и 
[image: image1329.wmf]0
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. По определению косинус числа – это абсцисса точки, соответствующей повороту на угол 
[image: image1330.wmf]a

, поэтому 
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, если точка лежит правее оси ординат, то есть в первой или четвертой четверти. Если точка лежит левее оси ординат, то есть во второй или третьей четверти, то 
[image: image1332.wmf]0
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 (рис. 6).

Знаки тангенса и котангенса. По определению 
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, поэтому 
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, если
синус числа и косинус числа имеют одинаковые знаки, и 
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, если синус числа и косинус числа имеют противоположные знаки. Следовательно, 
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, если точка окружности, соответствующая числу 
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Рис. 6. Знаки тригонометрических функций
Пример 16. Определите знаки тригонометрических функций и выражений
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Решение. Для начала необходимо все углы из радианной меры перевести в градусную, а затем определить в какой четверти находится угол.
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Поскольку угол 
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, то угол лежит во второй координатной четверти. Синус числа во второй координатной четверти положителен, поэтому 
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Поскольку угол 
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, то угол лежит в третьей координатной четверти. Косинус числа в третьей координатной четверти отрицателен, поэтому 
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, то угол лежит в четвертой координатной четверти. Тангенс числа в четвертой координатной четверти отрицателен, поэтому 
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4) 
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. Для начала разберемся с синусом: так как 
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, то угол лежит во второй координатной четверти. Синус числа во второй координатной четверти положителен, поэтому 
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, то угол лежит во второй координатной четверти. Косинус числа во второй координатной четверти отрицателен, поэтому 
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Ответ: 
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Рассмотрим косинус: так как 
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, то угол лежит во второй координатной четверти. Косинус числа во второй координатной четверти отрицателен, поэтому 
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]

0

0

0

90

;

0

45

Î

, то угол лежит в первой координатной четверти. Тангенс в первой координатной четверти положителен, поэтому 
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Ответ: 
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.Рассмотрим синус: так как 
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, то угол лежит во второй координатной четверти. Синус числа во второй координатной четверти положителен, поэтому 
[image: image1381.wmf]0

6

5

sin

>

p

. Рассмотрим косинус: так как 
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, то угол лежит в четвертой координатной четверти. Косинус в четвертой четверти положителен, поэтому 
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Рассмотрим тангенс: так как 
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, то угол лежит во второй координатной четверти. Тангенс числа во второй четверти отрицателен, поэтому 
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, то угол лежит в четвертой координатной четверти. Косинус числа в четвертой четверти положителен, поэтому 
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Основные тригонометрические тождества
1. Зависимость между синусом и косинусом
Сумма квадратов синуса и косинуса одного угла тождественно равна единице. Данная взаимосвязь называется основным тригонометрическим тождеством: 
[image: image1393.wmf]1
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. Основное тригонометрическое тождество задает связь между синусом и косинусом одного числа. Это позволяет вычислить синус числа, если известен косинус этого же числа, и вычислить косинус числа, если известен синус. Для этого необходимо равенство  
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 разрешить относительно синуса и косинуса: 
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. Знак перед корнем зависит от величины угла. Необходимо определить в какой координатной четверти находится угол. Основное тригонометрическое тождество очень часто используется при преобразовании тригонометрических выражений. Оно позволяет сумму квадратов синуса и косинуса одного угла заменять единицей.
Пример 17. Вычислить 
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Решение.
1) Угол 
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 лежит во второй четверти, поэтому 
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Ответ: 
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2) Угол 
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 лежит в первой четверти, поэтому 
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Ответ: 
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2. Зависимость между тангенсом и котангенсом

Тождество, показывающее взаимосвязь между тангенсом и котангенсом 
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. Тангенс и котангенс одного числа, при котором они имеют смысл, есть взаимообратные числа. Из данного тождества 
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Пример 18. Вычислить: 1) 
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Решение.

1) Из тождества 
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Ответ: 
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2) Из тождества 
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Ответ: 
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3. Зависимость между тангенсом и косинусом

Для того чтобы выразить взаимосвязь между тангенсом и косинусом

необходимо обе части основного тригонометрического тождества 
[image: image1425.wmf]1
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, то есть сумма квадрата тангенса угла и единицы равна числу, обратному квадрату косинуса этого угла. Из данной зависимости можно найти косинус числа, если известен тангенс этого же числа, то есть 
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. Знак перед корнем зависит от величины угла. Необходимо определить в какой координатной четверти находится угол.
Пример 19. Вычислить 
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Решение. Угол 
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 находится в третьей координатной четверти, поэтому
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Ответ: 
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4. Зависимость между котангенсом и синусом

Для того чтобы выразить взаимосвязь между котангенсом и синусом

необходимо обе части основного тригонометрического тождества 
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, то есть сумма единицы и квадрата котангенса угла равна числу, обратному квадрату синуса этого угла. Из данной зависимости можно найти синус числа, если известен котангенс этого же числа, то есть 
[image: image1438.wmf]a

a

2

1

1

sin

ctg

+

±

=

. Знак перед корнем зависит от величины угла. Необходимо определить в какой координатной четверти находится угол.
Пример 20.  Вычислить каждую из тригонометрических функций, если известно, что 
[image: image1439.wmf]p

a

p

a

<

<

-

=

2

,

12

5

tg

.

Решение. Угол 
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 находится во второй координатной четверти, поэтому 
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Ответ: 
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Четность и нечетность тригонометрических функций
Определение. Функция 
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 из области определения этой функции выполняется равенство  
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Определение. Функция 
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Утверждение. Функция  является четной. Следовательно, выполняется следующее равенство 
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Утверждение. Функции 
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 - нечетные, поэтому для данных функций выполняются следующие равенства 
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Пример 21. Исследовать следующие функции на четность и нечетность:

1) 
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Свойства четности и нечетности тригонометрических функция позволяют находить значения этих функция для отрицательных аргументов с помощью таблицы значений для положительных аргументов.

Пример 22. Вычислить
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Решение. 
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Периодичность тригонометрических функций

Функции синус и косинус обладают тем свойством, что при изменении аргумента на 
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 их значения не меняются, то есть 
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Это объясняется тем, что при повороте точки 
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 получается одна и та же точка единичной окружности.

Функции 
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 периодические, то вычисление их значений для любого положительного аргумента (из области определения функции) можно свести к вычислению их значений на промежутке от 
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 (для тангенса и котангенса на промежутке от 
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Пример 23. Вычислить
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Формулы сложения
Определение. Формулами сложения называют формулы, выражающие 
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Теорема. Для любых 
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Пример 24. Вычислить
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Решение. Используя формулы сложения, получаем:
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Пример 25. Вычислить
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Решение. 1) 
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Пример 26. Упростить
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Решение. 
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Формулы приведения
Свойство периодичности тригонометрических функций позволяет сводить вычисление их значений для любого аргумента к вычислению значений функций для аргумента от 
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 (для тангенса и котангенса – от 
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).

Пользуясь формулами сложения, можно свести вычисление значения тригонометрической функции любого аргумента (из области определения функции) к вычислению ее значения от 
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Например, необходимо вычислить 
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 справедлива для любого 
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 и называется формулой приведения.

Формулы приведения для синуса
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Формулы приведения для косинуса
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Формулы приведения для тангенса
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Формулы приведения для котангенса
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Для того чтобы записать любую из формул приведения, можно руководствоваться следующими правилами, позволяющими заменить функцию данного аргумента функцией аргумента 
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[image: image1577.wmf]a

p

±

2

  или 
[image: image1578.wmf]a

p

±

2

3

, то синус заменяется на косинус, тангенс на котангенс и наоборот. Если аргумент приводимой функции равен 
[image: image1579.wmf]a

p

±

, то функция не меняется.

2) Перед приведенной функцией ставится тот знак, который имеет исходная функция при условии, что 
[image: image1580.wmf]2

0

p

a

<

<

.

Например, напишем формулу приведения для 
[image: image1581.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

a

p

2

ctg

. Согласно первому правилу тангенс заменяется на котангенс. Так как 
[image: image1582.wmf]2

0

p

a

<

<

, то угол 
[image: image1583.wmf]a

p

+

2

 принадлежит второй четверти, в которой котангенс отрицателен. Поэтому по второму правилу перед тангенсом необходимо поставить знак «минус», то есть 
[image: image1584.wmf]a

a

p

tg

ctg

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

2

.

Пример 27. Вычислить
1) 
[image: image1585.wmf]6

7

sin

p

; 2) 
[image: image1586.wmf]0

150

cos

; 3) 
[image: image1587.wmf]0

240

ctg

; 4) 
[image: image1588.wmf]4

5

p

tg

.
Решение. 1) Используя формулы приведения, получим: 
[image: image1589.wmf]2

1

6

sin

6

sin

6

7

sin

-

=

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

p

p

p

p

;

2) 
[image: image1590.wmf]2

3

60

sin

60

2

cos

150

cos

0

0

0

-

=

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

p

;

3) 
[image: image1591.wmf]3

3

30

30

2

3

240

0

0

0

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

tg

ctg

ctg

p

.

4) 
[image: image1592.wmf]1

4

4

4

5

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

p

p

p

p

tg

tg

tg

.
Пример 28. Упростить выражение

1) 
[image: image1593.wmf](

)

a

p

a

p

a

p

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

cos

2

3

sin

2

3

sin

;

2) 
[image: image1594.wmf](

)

(

)

a

p

a

p

a

p

a

p

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

cos

2

3

sin

2

tg

ctg

.

Решение. Используя формулы приведения, получаем

 1) 
[image: image1595.wmf](

)

a

a

a

a

a

p

a

p

a

p

cos

cos

cos

cos

cos

2

3

sin

2

3

sin

=

+

+

-

=

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

;

2) 
[image: image1596.wmf](

)

(

)

1

cos

cos

cos

2

3

sin

2

=

-

-

-

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

a

a

a

a

a

p

a

p

a

p

a

p

tg

tg

tg

ctg

.
Тригонометрические функции двойного аргумента
Определение. Формулы, выражающие тригонометрические функции аргумента 
[image: image1597.wmf]a

2

 через функции аргумента 
[image: image1598.wmf]a

 называются формулами двойного аргумента. 

1) 
[image: image1599.wmf]a

a

a

cos

sin

2

2

sin

×

=

 - формула двойного аргумента для синуса.
2) 
[image: image1600.wmf]a

a

a

2

2

sin

cos

2

cos

-

=

; 
[image: image1601.wmf]1

cos

2

2

cos

2

-

=

a

a

; 
[image: image1602.wmf]a

a

2

sin

2

1

2

cos

-

=

 - формулы двойного аргумента для косинуса.
3) 
[image: image1603.wmf]a

a

a

2

1

2

2

tg

tg

tg

-

=

 - формула двойного аргумента для тангенса.

Пример 29. Вычислить
1) 
[image: image1604.wmf]a

2

cos

, если 
[image: image1605.wmf]3

,

0

cos

=

a

; 2) 
[image: image1606.wmf]a

2

sin

, если 
[image: image1607.wmf]6

,

0

sin

-

=

a

 и 
[image: image1608.wmf]2

3

p

a

p

<

<

;
3) 
[image: image1609.wmf]a

4

tg

, если 
[image: image1610.wmf]2

1

=

a

tg

.

Решение. 1) По формуле находим, 
[image: image1611.wmf]82

,

0

1

)

3

,

0

(

2

1

cos

2

2

cos

2

2

-

=

-

×

=

-

=

a

a

;

2) Так как 
[image: image1612.wmf]2

3

p

a

p

<

<

 лежит в третьей координатной четверти, то 
[image: image1613.wmf]0

cos

<

a

, и поэтому 
[image: image1614.wmf]8

,

0

36

,

0

1

sin

1

cos

2

-

=

-

-

=

-

-

=

a

a

. Тогда  

[image: image1615.wmf]96

,

0

)

8

,

0

(

)

6

,

0

(

2

2

sin

=

-

×

-

×

=

a

;
3) 
[image: image1616.wmf]3

4

4

1

1

2

1

2

1

2

2

2

=

-

×

=

-

=

a

a

a

tg

tg

tg

;  
[image: image1617.wmf]4
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9
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a

a

a
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tg

tg

.

Пример 30. Вычислить
1) 
[image: image1618.wmf]8

cos

8

sin

2

p

p

×

;
2) 
[image: image1619.wmf]0

2

0

2

75

sin

75

cos

-

;

3) 
[image: image1620.wmf]0

2

0

75

1

75

6

tg

tg

-

.
Решение. 1) 
[image: image1621.wmf]2

2

4

sin

8

2

sin

8

cos

8

sin

2

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

=

×

p

p

p

p

;

2) 
[image: image1622.wmf](
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p



[image: image1623.wmf]2

3

-

=

;

3) 
[image: image1624.wmf](

)
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)
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3
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3

150

3
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.

Тригонометрические функции половинного аргумента
По известным значениям тригонометрических функций аргумента 
[image: image1625.wmf]a

 можно найти значения тригонометрических функций аргумента 
[image: image1626.wmf]2

a

, если указано, в какой четверти лежит угол 
[image: image1627.wmf]a

.

Формула половинного аргумента для синуса - 
[image: image1628.wmf]2

cos

1

2

sin

a

a

-

±

=

.
Формула половинного аргумента для косинуса - 
[image: image1629.wmf]2

cos

1

2

cos

a

a

+

±

=

.

Формула половинного аргумента для тангенса - 
[image: image1630.wmf]a

a

a

cos

1

cos

1

2

+

-

±

=

tg

.

Формула половинного аргумента для котангенса - 
[image: image1631.wmf]a

a

a

cos

1

cos

1

2

-

+

±

=

ctg

.

Данные формулы также называют формулами понижения степени.
Если известен 
[image: image1632.wmf]a

cos

, то можно найти 
[image: image1633.wmf]2

sin

a

 и 
[image: image1634.wmf]2

cos

a

 с точностью до знака. Знак может быть определен, если известно, в какой четверти лежит угол 
[image: image1635.wmf]2

a

.

Пример 31. Вычислить
1) 
[image: image1636.wmf]2

cos

a

, если 
[image: image1637.wmf]02

,

0

cos

-

=

a

 и 
[image: image1638.wmf]p

a

<

<

0

;

2) 
[image: image1639.wmf]2

a

tg

, если 
[image: image1640.wmf]8

,

0

cos

=

a

 и 
[image: image1641.wmf]p

a

p

2

<

<

.

Решение. 1) По формуле 
[image: image1642.wmf]2

cos

1

2

cos

a

a

+

±

=

. Для того чтобы определить знак перед корнем, необходимо определить в какой координатной четверти лежит угол. Так как 
[image: image1643.wmf]p

a

<

<

0

, то 
[image: image1644.wmf]2

2

0

p

a

<

<

. Следовательно, угол 
[image: image1645.wmf]2

a

 находится в первой координатной четверти, и поэтому 
[image: image1646.wmf]0

2

cos

>

a

. Тогда 
[image: image1647.wmf]7

,

0

49

,

0

2

02

,

0

1

2

cos

1

2

cos

=

=

-

=

+

=

a

a

.
2) По формуле 
[image: image1648.wmf]a

a

a

cos

1

cos

1

2

+

-

±

=

tg

. По условию 
[image: image1649.wmf]p

a

p

2

<

<

, поэтому 
[image: image1650.wmf]p

a

p

<

<

2

 - вторая четверть, 
[image: image1651.wmf]0

2

<

a

tg

. Тогда 
[image: image1652.wmf]3

1

9

1

8

,

0

1

8

,

0

1

2

-

=

-

=

+

-

-

=

a

tg

.

Преобразование суммы и разности тригонометрических функций 
в произведение
1.
[image: image1653.wmf]2

cos

2

sin

2

sin

sin

b

a

b

a

b

a

-

×

+

=

+

 - сумма синусов;
2.
[image: image1654.wmf]2

sin

2

cos

2

sin

sin

b

a

b

a

b

a

-

×

+

=

-

 - разность синусов;
3.
[image: image1655.wmf]2

cos

2

cos

2

cos

cos

b

a

b

a

b

a

-

×

+

=

+

 - сумма косинусов;
4.
[image: image1656.wmf]2

sin

2

sin

2

cos

cos

b

a

b

a

b

a

-

×

+

-

=

-

 - разность косинусов;
5.
[image: image1657.wmf](

)

b

a

b

a

b

a

cos

cos

sin

×

±

=

±

tg

tg

 - сумма (разность)  тангенсов;
6. 
[image: image1658.wmf](

)

b

a

b

a

b

a

±

×

=

±

sin

cos

cos

ctg

ctg

 - сумма (разность)  тангенсов.

Пример 32. Вычислить
1) 
[image: image1659.wmf]0

15

sin

75

sin

+

o

; 2) 
[image: image1660.wmf]0

0

75

cos

105

cos

+

;

3) 
[image: image1661.wmf]12

sin

12

7

sin

p

p

-

;


4) 
[image: image1662.wmf]12

7

12

5

p

p

tg

tg

+

.

Решение. 1) 
[image: image1663.wmf]=
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o



[image: image1664.wmf]2
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2
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cos
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2
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0

=

×

×

=

×

=

;

2) 
[image: image1665.wmf]0
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cos
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2
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=

×

=

-

×

+

=

+

;    
3) 
[image: image1666.wmf]=
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3
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4
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p



[image: image1667.wmf]2
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×

×

=


4) 
[image: image1668.wmf]0
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7
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.

Задания для самостоятельной работы
1.Подготовить ответы на основные вопросы темы.
2. Выполнить задания.

1. Вопросы
1. Формула перехода от градусной меры угла к радианной и наоборот.

2. Поворот точки вокруг начала координат.

3. Определение тригонометрических функций.

4. Основные тождества.
5. Таблица основных значений тригонометрических функций.

6. Знаки тригонометрических функций.

7. Четность, нечетность тригонометрических функций.

8. Периодичность тригонометрических функций.

9. Формулы сложения.

10. Формулы приведения.

11. Тригонометрические функции двойного аргумента.

12. Тригонометрические функции половинного аргумента.

13. Преобразование суммы и разности тригонометрических функций в произведение.
2. Практические задания
Задание 1. Найти радианную меру угла, выраженную в градусах 
[image: image1669.wmf]0

0

0

32

)

3

,

210

)

2

,

40

)

1

,  
[image: image1670.wmf]0

0

0

62

)

6

,

270

)

5

,

30

)

4

, 
[image: image1671.wmf]0

0

0

56

)

9

,

410

)

8

,

70

)

7

.
Задание 2.  Найти градусную меру угла, выраженную в радианах

[image: image1672.wmf]4

7

)

3

,

8

)

2

,

12

7

)

1

p

p

p

, 
[image: image1673.wmf]4

)

6

,

6

)

5

,

12

)

4

p

p

p

, 
[image: image1674.wmf]4

)

9

,

6

)

8

,

12

)

7

p

p

p

, 10) 
[image: image1675.wmf]0

30

.
Задание 3. Найти координаты точки, полученной поворотом точки с координатами 
[image: image1676.wmf])

0

;

1

(

 угол:

1) 
[image: image1677.wmf]p

9

;
2) 
[image: image1678.wmf]2

13

p

-

;
3) 
[image: image1679.wmf]4

9

p

;
4) 
[image: image1680.wmf]4

5

p

-

;
5) 
[image: image1681.wmf]3

13

p

-

;

6) 
[image: image1682.wmf]6

25

p

-

;
7) 
[image: image1683.wmf]p

10

-

;
8) 
[image: image1684.wmf]4

p

;

9) 
[image: image1685.wmf]0

225

-

;
10) 
[image: image1686.wmf]2

17

p

.
Задание 4. Определить знак каждой из тригонометрических функций, если;

1) 
[image: image1687.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image1688.wmf]4

5

p

a

=

;
2)  
[image: image1689.wmf]6

5

p

a

=

;

3)  
[image: image1690.wmf]3

11

p

a

=

;

4)  
[image: image1691.wmf]3

4

p

a

-

=

;

5) 
[image: image1692.wmf]3

2

p

a

=

;

6)   
[image: image1693.wmf]4

3

p

a

-

=

;
7) 
[image: image1694.wmf]5

2

p

a

-

=

;

8) 
[image: image1695.wmf]6

7

p

a

=

;

9) 
[image: image1696.wmf]0

190

=

a

;
10) 
[image: image1697.wmf]0

150

-

=

a

;
11) 
[image: image1698.wmf]0

210

-

=

a

;

12) 
[image: image1699.wmf]0

300

=

a

.


Задание 5. Найти значение каждой из тригонометрических функций, если
1) 
[image: image1700.wmf]p

a

p

a

<

<

-

=

2

.

5

1

cos

;


2) 
[image: image1701.wmf]p

a

p

a

2

2

3

.

5

3

cos

<

<

=

;

3) 
[image: image1702.wmf]p

a

p

a

2

2

3

.

5

3

cos

<

<

=

;


4) 
[image: image1703.wmf]p

a

p

a

<

<

=

2

.

5

3

sin

;

5) 
[image: image1704.wmf]p

a

p

a

2

2

3

.

13

5

cos

<

<

=

;


6) 
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Задание 6. Вычислить
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Задание 7. Вычислить
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Задание 8. Вычислить
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Задание 9. Вычислить
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Задание 10. Вычислить
1) синус, косинус двойного угла, если 
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3) Найти синус, косинус  двойного угла, если 
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4) синус, косинус и тангенс двойного угла, если 
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5) тангенс половинного угла, если 
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Задание 11. Вычислить
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