§ 14. Самостоятельная работа по теме: «Прямые и плоскости 
в пространстве»

Цели:

1) обобщить теоретические знания по теме «Прямые и плоскости в пространстве»;
2) рассмотреть алгоритмы решений задач по теме «Прямые и плоскости в пространстве»;
3) формировать потребность к самопознанию.

Теоретический материал

Аксиомы стереометрии
Определение 1. Стереометрия – это раздел геометрии, в котором изучаются свойства фигур в пространстве.

Основные понятия стереометрии: точка, прямая, плоскость.
Аксиома 1. Через любые три точки, не лежащие на одной прямой, проходит плоскость и притом только одна (рис. 1).

Аксиома 2. Если две точки прямой лежат в плоскости, то все точки прямой лежат в этой плоскости (рис.2).

Аксиома 3. Если две плоскости имеют одну общую точку, то они имеют общую прямую, на которой лежат все общие точки этих плоскостей (рис. 3).
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 Рис. 1. Аксиома 1                     Рис. 2. Аксиома 2

Рис. 3. Аксиома 3

Следствия из аксиом стереометрии
Теорема 1. Через прямую и не лежащую на ней точку проходит плоскость и притом только одна (рис. 4).

Теорема 2. Через две пересекающиеся прямые проходит плоскость и притом только одна (рис. 5).
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Рис.4. Следствие 1                                  Рис. 2. Следствие 2

Параллельность прямых, прямой и плоскости
Определение 2. Две прямые в пространстве называются параллельными, если они лежат в одной плоскости и не пересекаются.

Параллельность двух прямых 
[image: image6.wmf]a

 и 
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 обозначается следующим образом: 
[image: image8.wmf]b
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Пример 1. Прямые 
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 и 
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 параллельны, а прямые 
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 не параллельны (рис. 6).

Теорема 3. Через любую точку пространства проходит прямая, параллельная данной, и притом только одна.

Пример 2. Точка 
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 (рис. 7).

Лемма 1. Если одна из двух параллельных прямых пересекает плоскость, то и другая прямая пересекает эту плоскость.

Пример 3. Прямые  
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 (рис. 8).
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            Рис. 6. Определение 2                    Рис. 7. Теорема 3             Рис.8. Лемма 1
Теорема 4. Если две прямые параллельны третьей прямой, то они параллельны.

Определение3 . Прямая и плоскость называются параллельными, если они не имеют общих точек.

	Теорема 5. Если прямая, не лежащая в данной плоскости, параллельна какой-нибудь прямой лежащей в этой плоскости, то она параллельна  данной плоскости. На рисунке 9 прямая  
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       Рис. 9. Теорема 5


Утверждение 1. Если плоскость проходит через данную прямую, параллельную другой плоскости, и пересекает эту плоскость, то линия пересечения плоскостей параллельна данной плоскости.

Утверждение 2. Если одна из двух параллельных прямых параллельна данной плоскости, то другая прямая, либо также параллельна данной плоскости, либо лежит в этой плоскости.
Задача 1. Точка 
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 лежит на отрезке 
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 см параллелен плоскости 
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, проходящей через точку 
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. Докажите, что прямая 
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 пересекает плоскость 
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 в некоторой точке 
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. Найти длину отрезка 
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Рис. 10. Задача 1
	Дано:  пл. 
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Доказать: 
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Найти: 
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1.Доказательство. Так как  
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 (рис. 10) (по условию), то 
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2.Так как 
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 - соответственные углы при пересечении параллельных прямых 
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 секущей. Следовательно, 
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4. Из подобия треугольников 
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Взаимное расположение прямых в пространстве
Определение 4. Две прямые в пространстве называются скрещивающимися, если они не лежат в одной плоскости.

	Теорема 6. (о скрещивающихся прямых). Если одна из двух прямых лежит в некоторой плоскости, а другая прямая пересекает эту плоскость в точке, не лежащей на первой прямой, то эти прямые скрещивающиеся (рис. 11).
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                   Рис. 11                           


Теорема 7. Через каждую из двух скрещивающихся прямых проходит плоскость, параллельная другой прямой, и притом только одна. 

Задача 2. Точка 
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 не лежит в плоскости треугольника 
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. Точка 
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 лежит на отрезке 
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. Выяснить взаимное расположение следующих прямых:          1) 
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Рис. 12. Задача 2
	Решение. 1) Точка 
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 - середина 
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(рис. 12), 
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Параллельность плоскостей
Определение 5. Две плоскости называются параллельными, если они не пересекаются.  Точки 

Теорема 8. Если две пересекающиеся прямые одной плоскости соответственно параллельны двум пересекающимся прямым другой плоскости, то эти плоскости параллельны. 

Свойства параллельных плоскостей
1. Если две параллельные плоскости пересечены третьей, то линии их пересечения параллельны (рис. 13).

2. Отрезки параллельных прямых, заключенные между параллельными плоскостями, равны (рис.14).
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        Рис. 13. Свойство 1                               Рис. 14. Свойство 2
Перпендикулярность прямой и плоскости
Определение 6. Две прямые в  пространстве называются перпендикулярными, если угол между ними равен 
[image: image94.wmf]0
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Лемма 2 (о перпендикулярности двух параллельных прямых к третьей). Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна к третьей прямой, то и другая прямая перпендикулярна к этой прямой. 

Определение 7. Прямая называется перпендикулярной к плоскости, если она перпендикулярна к любой прямой, лежащей в этой плоскости.

Перпендикулярность прямой и плоскости обозначается следующим образом: 
[image: image95.wmf]a
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Утверждение 3. Если прямая перпендикулярна к плоскости, то она пересекает эту плоскость. 

Теорема 9. Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна к плоскости, то и другая прямая перпендикулярна к этой плоскости.

Рассмотрим рис. 15, исходя из теоремы, если 
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Теорема 10. Если две прямые перпендикулярны к плоскости, то они параллельны.

Рассмотрим рис. 16, исходя из теоремы, если  
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Теорема 11 (признак перпендикулярности прямой и плоскости). Если прямая перпендикулярна к двум пересекающимся прямым, лежащим в плоскости, то она перпендикулярна к этой плоскости.

Рассмотрим рис. 17, исходя из теоремы, если 
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Теорема 12 (о прямой перпендикулярной к плоскости). Через любую точку пространства проходит прямая, перпендикулярная к данной плоскости и притом только одна. 
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 Рис. 15. Теорема 9              Рис. 16. Теорема 10            Рис. 17. Теорема 11
Задача 3. Дан прямоугольник 
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. Точка 
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 не принадлежит плоскости 
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перпендикулярна прямой 
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Рис. 18. Задача 3
	Дано: 
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Доказательство:
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 (по свойствам сторон прямоугольника) 
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  (по теореме о перпендикулярности двух параллельных прямых к плоскости).
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 (по определению прямой перпендикулярной к плоскости. Ч.т.д.

Перпендикуляр и наклонные
Определение 8. Перпендикуляром, опущенным из данной точки на данную плоскость, называется отрезок, соединяющий данную точку с точкой плоскости и лежащий на прямой, перпендикулярной плоскости.

Определение 9. Наклонной, проведенной из данной точки к данной плоскости, называется любой отрезок, соединяющий данную точку с точкой плоскости, не являющийся перпендикуляром к плоскости. Конец отрезка, лежащий в плоскости, называется основанием наклонной.

Определение 10. Отрезок, соединяющий основание перпендикуляра и основание наклонной, проведенных из одной и той же точки, называется проекцией наклонной.

Утверждение 4. Перпендикуляр, проведенный из данной точки к плоскости, меньше любой наклонной, проведенной из той же точки к этой плоскости. 

Теорема о трех перпендикулярах 13. Прямая проведенная в плоскости через основание наклонной перпендикулярно к ее проекции на эту плоскость, перпендикулярна и к самой наклонной. 

Теорема обратная теореме о трех перпендикулярах 14. Прямая проведенная в плоскости через основание наклонной перпендикулярно к ней, перпендикулярна и к ее проекции.
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    Рис. 19. Теорема 14
	На рисунке 19, 
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 - перпендикуляр к плоскости 
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, 
[image: image130.wmf]AM

 - наклонная, 
[image: image131.wmf]HM

 - проекция наклонной, 
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Определение 11. Углом между прямой и плоскостью, пересекающей эту прямую и не перпендикулярную к ней, называется углом между прямой и ее проекцией на эту плоскость.

Задача 4. Из вершины 
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Рис. 20. Задача 4
	Дано: 
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Решение.
1. Рассмотрим 
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3. Рассмотрим 
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Ответ: 
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Двугранный угол. Перпендикулярность  плоскостей

Определение 12. Двугранным углом называется фигура, образованная прямой 
[image: image167.wmf]a

 и двумя полуплоскостями с общей границей 
[image: image168.wmf]a

, не принадлежащими одной плоскости. 

Определение 13. Полуплоскости, образующие двугранный угол, называются его гранями. Прямая 
[image: image169.wmf]a

 называется ребром двугранного угла.

	Двугранные углы измеряются следующим образом (рис. 21). Отметим на ребре 
[image: image170.wmf]a

 точку 
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 и в каждой грани из этой точки проведем луч перпендикулярно к ребру. Образованный этими лучами угол называется линейным углом двугранного угла. 
	
[image: image172.png]



Рис. 21 Двугранный угол


Утверждение 4. Двугранный угол имеет бесконечное множество линейных углов.

Утверждение 5. Все линейные углы двугранного угла равны друг другу.

Определение 14. Градусной мерой двугранного угла называется  градусная мера его линейного угла.

Определение 15. Двугранный угол называется: тупым, если он больше 
[image: image173.wmf]0

90

; прямым, если он равен 
[image: image174.wmf]0

90

; острым, если он меньше 
[image: image175.wmf]0

90

.

Определение 16. Две пересекающиеся плоскости называются взаимно перпендикулярными, если угол между ними равен 
[image: image176.wmf]0

90

.

Теорема 15 (признак перпендикулярности двух плоскостей). Если одна из двух плоскостей проходит через прямую, перпендикулярную к другой плоскости, то такие плоскости перпендикулярны. 

На рисунке 22, 
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 и 
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.

Следствие 1. Плоскость, перпендикулярная к прямой, по которой пересекаются две данные плоскости, перпендикулярна к каждой из этих плоскостей.

На рисунке 19, если 
[image: image180.wmf]c
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, то 
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 и 
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.
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            Рис. 22. Теорема 15                                    Рис. 23. Следствие 1
Прямоугольный параллелепипед
	Определение. Параллелепипед называется прямоугольным, если его боковые ребра перпендикулярны к основанию, а основания представляют собой прямоугольники (рис. 24).

Определение. Длины трех ребер, имеющих общую вершину, называются измерениями прямоугольного параллелепипеда.
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Рис.24. Прямоугольный параллелепипед


Свойства прямоугольного параллелепипеда
1. В прямоугольном параллелепипеде все шесть граней - прямоугольники.

2. Все двугранные углы прямоугольного параллелепипеда – прямые.

3. Квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен сумме квадратов трех его измерений. 

4. Все диагонали прямоугольного параллелепипеда равны.

Задача 5. Из вершины 
[image: image186.wmf]B

 треугольника 
[image: image187.wmf]ABC
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 проведен перпендикуляр 
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 к плоскости 
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. Сторона 
[image: image190.wmf]AC

 треугольника 
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D

 лежит в плоскости 
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. Найти расстояние от точки 
[image: image193.wmf]B

 до прямой 
[image: image194.wmf]AC

 и до плоскости 
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. 
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Рис. 25. Задача 5
	Дано: плоскость 
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Найти: 
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Решение.

1. Расстояние от точки 
[image: image207.wmf]B

 до плоскости 
[image: image208.wmf]a

 - это длина перпендикуляра 
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2. Расстояние от точки 
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 до прямой 
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 равно 
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, так как 
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3. Так как 
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 - тупоугольный, то высота 
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 попадает не на сторону 
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, а на ее продолжение. 

4. Рассмотрим 
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5. В треугольнике 
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 EMBED Equation.3  [image: image230.wmf]AB

 - гипотенуза, 
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6. Рассмотрим 
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 - линейный угол двугранного угла 
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Ответ: 
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Задания для самостоятельной работы
1) подготовить ответы на основные вопросы темы;

2) выполнить задания.

1.Вопросы
1)Основные понятия стереометрии.

2) Сформулировать аксиомы стереометрии.
3) Сформулировать следствия из аксиом стереометрии.
4) Взаимное расположение прямых в пространстве.
5) Сформулировать определение параллельных прямых.
6) Сформулировать теоремы о параллельности прямых.
7) Скрещивающиеся прямые.
8) Параллельность прямой и плоскости.
9) Параллельность плоскостей;

10) Перпендикулярность прямой и плоскости.
11) Двугранный угол.

2. Практические задания
Задача 1. В тетраэдре 
[image: image252.wmf]ABCD

 точки
[image: image253.wmf]P
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 – середины ребер 
[image: image254.wmf]BD
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,

. Докажите, что плоскость 
[image: image255.wmf]MKP

 параллельна плоскости 
[image: image256.wmf]ADC

 и вычислите площадь треугольника 
[image: image257.wmf]MKP

, если площадь треугольника 
[image: image258.wmf]ADC

 равна 24.

Задача 2. Стороны 
[image: image259.wmf]AB

и 
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 треугольника 
[image: image261.wmf]ABC

 лежат в плоскости 
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. Доказать, что медиана 
[image: image263.wmf]AM

 этого треугольника лежит в плоскости 
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.

Задача 3. Квадрат 
[image: image265.wmf]ABCD

 и трапеция 
[image: image266.wmf]KMNL

 не лежат в одной плоскости. Точки 
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 - середины 
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. Докажите, что 
[image: image269.wmf]BC

KL

 и найдите 
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Задача 4. Через вершину прямого угла 
[image: image272.wmf]C

 равнобедренного треугольника  
[image: image273.wmf]ABC

 проведена  прямая 
[image: image274.wmf]CK

 перпендикулярная плоскости этого треугольника. Найти расстояние от точки 
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 до прямой 
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, если 
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Задача 5. Дан прямоугольный параллелепипед  
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. Найдите двугранный угол 
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Задача 6. Через вершину 
[image: image284.wmf]K

 треугольника 
[image: image285.wmf]DKF

  проведена  прямая 
[image: image286.wmf]KM

 перпендикулярная плоскости этого треугольника. Известно, что  
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. Найти расстояние от точки 
[image: image290.wmf]M

 до прямой 
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.

Задача 7. Дан прямоугольный параллелепипед 
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 Найдите двугранный угол 
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, если известно, что  
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 - квадрат, 
[image: image295.wmf]2

6

=

AC

, 
[image: image296.wmf]3

4

1

=

AB

.
Задача 8. В ромбе 
[image: image297.wmf]ABCD

 угол 
[image: image298.wmf]A

 равен 
[image: image299.wmf]0
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. Прямая 
[image: image300.wmf]AK

 перпендикулярна плоскости ромба. Расстояние от точки 
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 до прямой 
[image: image302.wmf]CD

 равно 4 см. Найти расстояние от точки 
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 до плоскости 
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.
Задача 9. В треугольнике 
[image: image305.wmf]ABC

 угол 
[image: image306.wmf]B

 прямой, 
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. Проекцией данного треугольника на некоторую плоскость является треугольник 
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, 
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[image: image310.wmf]ABC

 и 
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 равен 
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. Найти угол между прямой 
[image: image313.wmf]AC

 и плоскостью 
[image: image314.wmf]BDC

.

Задача 10. 
[image: image315.wmf]ABCD

 - квадрат, прямая 
[image: image316.wmf]BK

перпендикулярна плоскости квадрата. Найти 
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, если 
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Задача 11. В треугольнике 
[image: image320.wmf]ABC

 угол 
[image: image321.wmf]C

 прямой, 
[image: image322.wmf]8
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 см. Отрезок 
[image: image323.wmf]CE

 перпендикулярен к плоскости треугольника. Найти 
[image: image324.wmf]CE

, если расстояние от точки 
[image: image325.wmf]E

 до стороны 
[image: image326.wmf]AB

 равно 5 см.

Задача 12. Расстояние между двумя параллельными плоскостями равно 10 см. Отрезок длиной 12 см своими концами упирается на эти плоскости. Найти проекцию отрезка на каждую плоскость.

Задача 13. Между двумя параллельными плоскостями заключены перпендикуляр длиной 5 см и наклонная длиной 7 см. Расстояние между их концами в каждой плоскости равны 4 см. Найти расстояние между серединами перпендикуляра и наклонной. 
Задача 14. Отрезок длиной 15 см пересекает плоскость, концы его находятся на расстояниях 3 и 4 см от плоскости. Найти угол между данным отрезком и плоскостью. 

Задача 15. Из некоторой точки, находящейся на расстоянии 8 см от плоскости, проведена наклонная, равная 10 см. Найдите ее проекцию.

Задача 16. Дан равнобедренный треугольник с основанием 6 см и боковой стороной 5 см. К плоскости треугольника в центре вписанного в него круга проведен перпендикуляр длиной 3 см. Найти расстояние от конца перпендикуляра до сторон треугольника.

Задача 17. Катеты прямоугольного треугольника 
[image: image327.wmf]ABC

 равны 12 и 13 см. Из вершины прямого угла 
[image: image328.wmf]C

 проведен перпендикуляр 
[image: image329.wmf]CD

 к плоскости данного треугольника. Длина перпендикуляра 25 см. Найти расстояние от точки 
[image: image330.wmf]D

 до гипотенузы треугольника.

Задача 18. Определить величину двугранного угла, если точка, взятая на одной из граней, находится от ребра вдвое дальше, чем от второй грани.

Задача 19. Дан треугольник 
[image: image331.wmf]ABC

 со сторонами  9см, 6 см и 5 см. Через меньшую сторону треугольника проходит плоскость, составляющая с плоскостью треугольника угол 
[image: image332.wmf]0
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.Найти расстояние между данной плоскостью и вершиной 
[image: image333.wmf]B

.

Задача 20. Катеты прямоугольного треугольника равны  7 см и 24 см. Определить расстояние от вершины прямого угла до плоскости, проходящей через гипотенузу и составляющей с плоскостью треугольника угол 
[image: image334.wmf]0
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.

§ 15. Самостоятельная работа по теме «Многогранники»

Цели: 
1)обобщить теоретические знания по теме «Многогранники»;
2) рассмотреть алгоритмы решения задач по теме «Многогранники».
Теоретический материал.
 Призма

Определение. Призма – это многогранник, составленный их двух равных многоугольников, расположенных в параллельных плоскостях и 
[image: image335.wmf]n

 параллелограммов.
	Рассмотрим элементы призмы (рис.1):
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 - боковые грани; 
[image: image346.wmf]h

 - высота призмы.
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Рис. 1. Призма


Определение. Перпендикуляр, проведенный из какой-нибудь точки одного основания к плоскости другого основания, называется высотой призмы.

Определение. Если боковые ребра призмы перпендикулярны к основаниям, то призма называется прямой. В противном случае – наклонной. Высота прямой призмы равна ее боковому ребру.

Определение. Прямая призма называется правильной, если ее основания правильные многоугольники.

Определение. Площадью полной поверхности призмы называется сумма площадей всех ее граней, а площадью боковой поверхности – сумма площадей ее боковых граней: 
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Теорема. Площадь боковой поверхности призмы равна произведению периметра основания на высоту призмы: 
[image: image349.wmf]h
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Теорема. Объем призмы равен произведению площади основания на высоту: 
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.
Задача 1. Основанием прямой призмы 
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является ромб со стороной 12 см и углом 
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 - квадрат. Найти площадь боковой поверхности призмы и объем.
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Рис. 2. Задача 1
	Дано: 
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Решение.

1. 
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. В основании пирамиды лежит ромб (по условию). Так как в ромбе все стороны равны, то 
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2. Для того чтобы найти высоту призмы достаточно найти любое боковое ребро, так как призма прямая. Рассмотрим 
[image: image364.wmf]ABD
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- равнобедренный, но так как  
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 - равносторонний. Следовательно, 
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3. 
[image: image368.wmf]D
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 - квадрат (по условию), то 
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 EMBED Equation.3  [image: image371.wmf]2
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.
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. Площадь ромба вычисляется по формуле: 
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Ответ: 
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Пирамида
Определение. Многогранник, составленный из 
[image: image382.wmf]n

-угольника и 
[image: image383.wmf]n

 треугольников называется пирамидой.

Рассмотрим элементы пирамиды (рис. 3):

	
[image: image384.wmf]SABCD

 - пирамида. 
[image: image385.wmf]P

- вершина пирамиды, 
[image: image386.wmf]SD

SC

SB

SA

,

,

,

 - боковые ребра пирамиды; 
[image: image387.wmf]SDC
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 - боковые грани; 
[image: image388.wmf]ABCD

 - основание пирамиды; 
[image: image389.wmf]SO

- высота. Перпендикуляр, проведенный из вершины пирамиды к плоскости основания, называется высотой пирамиды.
	
[image: image390.png]


РРис. 2. Пирамида



Определение. Пирамида называется правильной, если в ее основании лежит правильный 
[image: image391.wmf]n

-угольник.

Определение. Площадью полной поверхности пирамиды называется сумма площадей всех ее граней, а площадью боковой поверхности – сумма площадей ее боковых граней: 
[image: image392.wmf]осн
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.

Определение. Высота боковой грани правильной пирамиды называется апофемой.

Теорема. Площадь боковой поверхности правильной пирамиды равна половине произведения периметра основания на апофему: 
[image: image393.wmf]d
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, где 
[image: image394.wmf]d

 - апофема.

Теорема. Объем пирамиды равен одной трети произведения площади основания на высоту. 

Усеченная пирамида
Определение. Многогранник, гранями которого являются 
[image: image395.wmf]n

-угольники, расположенные в параллельных плоскостях, и 
[image: image396.wmf]n

 четырехуголь-ников, называется усеченной пирамидой.

Рассмотрим элементы усеченной пирамиды (рис. 4):
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 - усеченная пирамида, 
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[image: image399.wmf]n

B

B

B

...

2

1

 - основания; 
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2

B

A

,
[image: image401.wmf]3
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 - боковые ребра; 
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[image: image405.wmf]1
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 - боковые грани; 
[image: image406.wmf]CH

- высота. Перпендикуляр, проведенный из какой-нибудь точки одного основания к плоскости другого основания, называется высотой усеченной пирамиды.
	
[image: image407.png]



Рис. 4. Усеченная пирамида


Определение. Усеченная пирамида называется правильной, если он получена сечением правильной пирамиды плоскостью, параллельной основанию.

Утверждение. Основания правильной усеченной пирамиды – правильные многоугольники, а боковые грани – равнобедренные трапеции.

Определение. Площадью полной поверхности усеченной пирамиды называется сумма площадей всех ее граней, а площадью боковой поверхности – сумма площадей ее боковых граней: 
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.

Теорема. Площадь боковой поверхности правильной усеченной пирамиды равна произведению полусуммы периметров оснований на апофему: 
[image: image409.wmf](
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[image: image410.wmf]d

 - апофема.

Теорема. Объем усеченной пирамиды, высота которой равна 
[image: image411.wmf]h

, а площади оснований 
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 и 
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Задача 2. Высота пирамиды, в основании которой лежит правильный треугольник, равна 6 см. Двугранный угол при стороне основания равен 
[image: image415.wmf]0

45

. Найти площадь поверхности пирамиды.

	
[image: image416.png]



Рис. 5. Задача 2
	Дано: 
[image: image417.wmf]DABC

 - правильная пирамида, 
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Найти: 
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Решение.
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2. Так 
[image: image422.wmf]ABC

D

 - правильный, то 
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 является и медианой, и биссектрисой, и высотой, то есть 
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3. 
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 - перпендикуляр к плоскости 
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[image: image431.wmf]DHO

DABC

Ð

=

Ð

.

4. 
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 - это радиус вписанной окружности 
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5. Рассмотрим 
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7. По теореме Пифагора: 
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Ответ: 
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Задача 3. В правильной усеченной четырехугольной пирамиде стороны оснований равны 6 см и 8 см. Площадь сечения данной пирамиды плоскостью, проходящей через два боковых ребра, равна 30 
[image: image451.wmf]2
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. Найти объем усеченной пирамиды.
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Рис. 6. Задача 3
	Дано: 
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Найти: 
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Решение.
1. 
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2. Так как пирамида правильная, то в ее основании квадраты. 
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4. Нам необходимо найти высоту, то есть 
[image: image463.wmf]1

OO

, которая также является и высотой сечения. Используя формулу площади трапеции, выразим высоту: 
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Ответ: 
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Задания для самостоятельной работы
1) подготовить ответы на основные вопросы темы;

2) выполнить задания.
1. Вопросы
1) Сформулировать определение призмы и назвать ее основные элементы;

2) Виды призм

3) Написать формулу для нахождения боковой и полной поверхности призмы; 

4) Написать формулу для нахождения объема призмы;

5) Сформулировать определение пирамиды, усеченной пирамиды

6) Элементы пирамиды

7) Написать формулу для нахождения боковой и полной поверхности;

8) Написать формулу объема для пирамиды, усеченной пирамиды.

2. Практические задания

Задача 1. Основанием прямоугольного параллелепипеда служит квадрат с диагональю 4 см. Найти боковое ребро параллелепипеда, если площадь его боковой поверхности равна 8 
[image: image474.wmf]2

см

.

Задача 2. Основанием прямой четырехугольной призмы является ромб, диагонали которого равны 1,6 дм и 3 дм, боковое ребро призмы равно 10 дм. Найти площадь полной поверхности призмы. Найти объем призмы.

Задача 3. Сторона основания правильной треугольно призмы равна 6 см. Найти площадь боковой поверхности призмы.

Задача 4. Боковое ребро правильной треугольной призмы равно 9 см, а диагональ боковой грани равна 15 см. Найти площадь полной поверхности призмы и ее объем.

Задача 5. Основанием прямой призмы служит равнобедренная трапеция с основаниями 9 см и 25 см и высотой 8 см. Найти двугранные углы при боковых ребрах призмы.

Задача 6. Диагональ правильной четырехугольной призмы образует с плоскостью боковой грани угол в 
[image: image475.wmf]0

60

. Найти угол между плоскостью основания и диагональю.

Задача 7. Основанием пирамиды является треугольник со сторонами 5,5 см и 6 см, высота пирамиды проходит через центр круга, вписанного в этот треугольник, и равна 2 см. Найдите площадь полной поверхности пирамиды и ее объем.

Задача 8. Основание пирамиды – ромб с диагоналями 6 и 8, высота проходит через точку пересечения диагоналей ромба и равна 1. Найдите боковую поверхность пирамиды.

Задача 9. Основанием пирамиды является треугольник со сторонами 10 см, 12 см, 10 см. Каждая боковая грань пирамиды наклонена к плоскости основания под углом 
[image: image476.wmf]0

45

. Найти 1) площадь боковой поверхности пирамиды; 2) объем пирамиды. 

Задача 10. Основанием пирамиды является ромб со стороной 6 см. Каждый из двугранных углов при основании равен 
[image: image477.wmf]0

45

. Высота пирамиды равна 1,5 см. Найди объем.
Задача 11. Основаниями усеченной пирамиды являются правильные треугольники со сторонами 6 см и 4 см. Одно из боковых ребер перпендикулярно к плоскости основания и равно 1 см. Найти площадь боковой поверхности усечено пирамиды.

Задача 12. В правильной усеченной четырехугольной пирамиде стороны основании равны 5 см и 3 см. Площадь сечения пирамиды плоскостью, проходящей через два боковых ребра, не принадлежащих оной боковой грани, равна 15 
[image: image478.wmf]2

см

. Найти объем усеченной пирамиды. 

Задача 13. Плоские углы при вершине пирамиды прямые. Боковые ребра пирамиды равны 5 см, 6 см, 7 см. Найти объем пирамиды.

Задача 14. Стороны оснований правильной усеченной четырехугольной пирамиды равны 4 см и 6 см. Найти площадь диагонального сечения, если боковое ребро образует с большим основанием угол 
[image: image479.wmf]0

45

.

Задача 15. Основанием пирамиды является ромб со стороной 10 см и острым углом 
[image: image480.wmf]0

45

. Двугранные углы при основании пирамиды равны 
[image: image481.wmf]0

30

. Найти объем пирамиды.

Задача 16. Стороны оснований правильной четырехугольной усеченной пирамиды равны 2 и 1, а высота равна 3. Через точку пересечения диагоналей пирамиды параллельно основаниям пирамиды проведена плоскость, делящая пирамиду на две части. Найти объем каждой из них.
Задача 17. В треугольной усеченной пирамиде через сторону верхнего основания проведена плоскость параллельно противоположному боковому ребру. В каком отношении разделился объем усеченной пирамиды, если соответственные стороны оснований относятся как 
[image: image482.wmf]2

:

1

?
Задача 18. Найти площадь боковой поверхности правильной шестиугольной призмы, сторона основания которой 8 см, а высота 10 см. 

Задача 19. В основании прямой призмы лежит ромб с диагоналями 6 см и 8 см. Площадь полной поверхности призмы равна 248 
[image: image483.wmf]2

см

. Найти высоту призмы. 
Задача 20. Площадь одной из граней прямоугольного параллелепипеда равна 12 
[image: image484.wmf]2

см

. Ребро, перпендикулярное данной грани равно 6 см. Найти объем параллелепипеда.

§ 16. Самостоятельная работа по теме «Тела вращения»

Цели:

1)обобщить теоретические знания по теме «Тела вращения»;
2) рассмотреть алгоритмы решения задач по теме «Тела вращения». 

Теоретический материал

Цилиндр
Определение. Тело, ограниченное цилиндрической поверхностью и двумя кругами, называется цилиндром.

Утверждение. Все образующие цилиндра параллельны и равны друг другу. 

Определение. Длина образующей называется высотой цилиндра, а радиус основания – основанием цилиндра.

	На рисунке 1 изображен цилиндр. Рассмотрим его основные элементы: круги с центрами 
[image: image485.wmf]O

 и 
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 - ось цилиндра, 
[image: image489.wmf]CD

AB
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 - образующие. 
Утверждение. Если секущая плоскость проходит через ось цилиндра, то сечение представляет собой прямоугольник, две стороны которого – образующие, две другие – основания цилиндра.
	
[image: image490.png]



Рис. 1. Цилиндр


Определение. Площадью боковой поверхности цилиндра называется произведение длины окружности основания на высоту: 
[image: image491.wmf]rh
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Определение. Площадью полной поверхности цилиндра называется сумма площадей боковой поверхности и двух оснований: 
[image: image492.wmf](
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Теорема. Объем цилиндра равен произведению площади основания на высоту: 
[image: image493.wmf]h
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Задача 1. Радиус цилиндра меньше его высоты на 12 см. Площадь полной поверхности цилиндра равна 
[image: image494.wmf]2
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. Найти объем цилиндра.

	
[image: image495.png]



Рис. 1. Задача 2
	Дано: цилиндр, 
[image: image496.wmf]AB
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, 
[image: image497.wmf]p
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Найти: 
[image: image498.wmf]ц
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Решение.

1. 
[image: image499.wmf]h
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2. Пусть 
[image: image500.wmf]x
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3. Используя формулу 
[image: image502.wmf](
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, найдем радиус цилиндра и высоту.
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, разделим обе части полученного уравнения на 
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. Решая полученное квадратное уравнение, находим корни: 
[image: image506.wmf]12
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. Второй корень не подходит, так как радиус не может быть отрицательным.

5. 
[image: image507.wmf]6
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[image: image508.wmf]18
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Ответ: 
[image: image511.wmf]3
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Конус
Определение. Тело, ограниченное конической поверхностью и кругом, называется конусом. 

Определение. Коническая поверхность называется боковой поверхностью конуса, а круг – основанием конуса.
	На рисунке 3 изображен конус.  Перечислим его элементы: 
[image: image512.wmf]P

 - вершина, 
[image: image513.wmf]PO

 - высота, 
[image: image514.wmf]PB
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 - образующие, 
[image: image515.wmf]OB
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 - радиусы. Если секущая плоскость проходит через ось конуса, то сечение представляет собой равнобедренный треугольник, основание которого является диаметром основания конуса, а боковые стороны - образующие конуса.
	
[image: image516.png]



Рис. 3. Конус


Утверждение. Если секущая плоскость перпендикулярна к оси, то сечение конуса представляет собой круг с центром, расположенным на оси конуса.
Определение. Площадью боковой поверхности конуса называется произведение половине длины окружности основания на образующую: 
[image: image517.wmf]rl
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Определение. Площадью полной поверхности конуса называется сумма площадей его боковой поверхности и основания: 
[image: image518.wmf](
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Теорема. Объем конуса равен одной трети произведения площади основания на высоту: 
[image: image519.wmf]h
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Усеченный конус
	Определение. Усеченный конус – это тело, образованное сечение конуса плоскостью, параллельной его основанию и не проходящей через его вершину, заключенное между плоскостью основания и плоскостью сечения (рис. 4).
Определение. Часть конической поверхности, ограничивающая усеченный конус, называется его боковой поверхностью.
	
[image: image520.png]



Рис. 4. Усеченный конус


Утверждение. Все образующие усеченного конуса равны друг другу. 
Теорема. Площадь боковой поверхности усеченного конуса равна произведению полусуммы длин окружностей оснований на образующую: 
[image: image521.wmf](
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Теорема. Объем усеченного конуса, высота которого равна 
[image: image522.wmf]h

, а площади оснований 
[image: image523.wmf]1
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 и 
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Задача 2. Прямоугольный треугольник с катетами 8 см и 15 см вращается вокруг меньшего катета. Найдите: 1) площадь полной поверхности полученного конуса, 2) объем конуса.
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Рис 5. Задача 2
	Дано: конус, 
[image: image527.wmf]15
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[image: image529.wmf]POA
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Найти: 1) 
[image: image530.wmf]полн

S

, 2) 
[image: image531.wmf]к

V




Решение.

1. 
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2. Рассмотрим 
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Ответ: 
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Сфера и шар
Определение. Сферой называется поверхность, состоящая из всех точек пространства, расположенных на данном расстоянии от данной точки.

Определение. Отрезок, соединяющий центр и какую-нибудь точку сферы называется радиусом сферы.

Определение. Отрезок, соединяющий две точки сферы и проходящий через ее центр, называется диаметром сферы. 

Определение. Тело, ограниченное сферой, называется шаром. 

Уравнение сферы: 
[image: image541.wmf](
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Взаимное расположение сферы и плоскости

1) 
[image: image542.wmf]R

d

<

. Если расстояние от центра сферы до плоскости меньше радиуса сферы, то сечение сферы плоскостью – окружность (рис. 6).
2) 
[image: image543.wmf]R

d

=

. Если расстояние от центра сферы до плоскости равно радиусу сферы, то сфера и плоскость имеют одну общую точку (рис. 7).

3) 
[image: image544.wmf]R

d

>

. Если расстояние от центра сферы до плоскости равно радиусу сферы, то сфера и плоскость не имеют общих точек (рис. 8). 
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Рис. 6. 
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         Рис. 7. 
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           Рис. 8. 
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Теорема. Радиус сферы, проведенный в точку касания, перпендикулярен касательной плоскости.

Теорема (обратная). Если радиус сферы перпендикулярен к плоскости, проходящей через его конец, лежащий на сфере, то эта плоскость является касательной к сфере. 

Площадь сферы вычисляется по формуле: 
[image: image549.wmf]2
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Теорема. Объем шара равен 
[image: image550.wmf]3
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Задача 3. Шар, радиус которого равен 5 см, пересечен плоскостью, находящейся от него на расстоянии 3 см. Найти: 1) площадь сечения, 2) площадь сферы, ограничивающей этот шар, 3) объем шара.
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Рис. 9. Задача 3
	Дано: шар, 
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Решение.

1. Так как расстояние от центра сферы до плоскости меньше радиуса сферы, 
[image: image557.wmf]AO
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 то сечение сферы плоскостью – окружность. 
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3. Рассмотрим 
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[image: image560.wmf]2

2

OK

AO

AK

-

=

,
[image: image561.wmf]4

,

9

25

=

-

=

AK

AK


4. 
[image: image562.wmf]2

2

сеч

16

4

см

S

p

p

=

=

.

5. 
[image: image563.wmf]2

сф

2

сф

100

25

4

,

4

см

S

R

S

p

p

p

=

×

=

=

.

6. 
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Ответ: 
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Задания для самостоятельной работы
1) подготовить ответы на основные вопросы темы;

2) выполнить задания 
1. Вопросы
1) Сформулировать определение цилиндра, назвать его элементы;

2) Записать формулы для нахождения объема и площади цилиндра;

3) Сформулировать определение конуса, назвать его элементы;

4) Записать формулы для нахождения объема и площади конуса;

5) Сформулировать определение сферы, назвать ее основные элементы;

6) Взаимное расположение сферы и плоскости;

7) Записать формулу для нахождения площади сферы и объема шара.

Практические задания
Задача 1. Осевое сечение цилиндра – квадрат. Площадь основания равна
[image: image568.wmf]2

36

см

p

. Найти площадь поверхности цилиндра.

Задача 2. Осевое сечение цилиндра – квадрат. Площадь основания равна
[image: image569.wmf]2

49

см

p

. Найти площадь поверхности цилиндра.

Задача 3. Найдите объем цилиндра, если радиус основания относится к его высоте, как 
[image: image570.wmf]2

:

1

 и диагональ осевого сечения равна 24 см.

Задача 4. Осевое сечение цилиндра квадрат, диагональ которого равна 10 см. Найти площадь поверхности цилиндра.

Задача 5. Осевое сечение конуса – равнобедренный прямоугольный треугольник с гипотенузой 12 см. Найти площадь поверхности конуса.

Задача 6. Осевое сечение конуса – равнобедренный треугольник с углом в 
[image: image571.wmf]0

120

 и равными сторонами по 16 см. Найти объем конуса.

Задача 7. Площадь осевого сечения равна 30, а площадь основания 
[image: image572.wmf]p

25

. Найти площадь поверхности конуса.

Задача 8. Радиусы оснований усеченного конуса относятся как 
[image: image573.wmf]3

:

1

. Образующая равна 4 и составляет с плоскостью основания угол в 
[image: image574.wmf]0

45

. Найти площадь боковой поверхности усеченного конуса.

Задача 9. Длины окружностей оснований усеченного конуса равны 
[image: image575.wmf]p

4

 и 
[image: image576.wmf]p

10

. Высота конуса равна 4 см. Найти площадь поверхности усеченного конуса.

Задача 10. Найти радиусы оснований усеченного конуса, если его боковая поверхность равна 
[image: image577.wmf]2

208

см

p

, образующая 13 см, высота 5 см.

Задача 11. Образующая усеченного конуса равна 6 см и наклонена к плоскости основания под углом 
[image: image578.wmf]0

60

. Диагональ осевого сечения делит этот угол пополам. Найдите площадь осевого сечения конуса.

Задача 12. диаметр шара равен высоте цилиндра, осевое сечение которого – квадрат. Найдите отношение объемов цилиндра и шара.

Задача 13. Объем цилиндра равен 
[image: image579.wmf]3

96

см

p

. Площадь его осевого сечения 
[image: image580.wmf]2

48

см

. Найдите площадь сферы, описанной около цилиндра.

Задача 14. Радиус сферы равен 10 см. на каком расстоянии от центра необходимо провести плоскость, чтобы линия пересечения сферы и плоскости была равна 
[image: image581.wmf]p

12

 см.

Задача 15. объем шара равен 
[image: image582.wmf]3

81

см

p

. Найти площадь сферы, ограничивающей этот шар.

Задача 16. Диаметр шара равен высоте конуса, образующая которого равна 8 и составляет с плоскостью основания угол в 
[image: image583.wmf]0

60

. Найти отношение объемов конуса и шара.

Задача 17. На расстоянии 4 см от центра шара проведено сечение, диаметр которого равен 
[image: image584.wmf]5

4

 см. Найти объем шара.

Задача 18. Площадь куба равна площади поверхности шара. Найти отношение объемов куба и шара.

Задача 19. Площадь сфера равна 
[image: image585.wmf]2

256

см

p

. Найти объем шара.

Задача 20. Площадь большого круга равна 
[image: image586.wmf]2

16
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. На каком расстоянии от центра шара находится сечение, площадь которого составляет 
[image: image587.wmf]4

3

 от площади большого круга?

§ 17. Самостоятельная работа по теме «Векторы в пространстве»

Цели: обобщить знания по теме «Векторы в пространстве».
Теоретический материал
Определение. Вектором называется отрезок, для которого указано, какой из его концов является началом, а какой концом.

Определение. Два ненулевых вектора называются коллинеарными, если они лежат на одной или на параллельных прямых.

Определение. Два коллинеарных вектора называются сонаправленными, если их лучи сонаправлены (
[image: image588.wmf]®

®
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b
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), если сучи несонаправлены, то векторы называются противоположно направленными (
[image: image589.wmf]®

®

­¯

b

a

).

Определение. Векторы называются равными, если они сонаправлены и их длины равны.

Утверждение. От любой точки можно отложить вектор, равный данному и притом только один.

Определение. Единичный вектор – это вектор, дина которого равна единице.

	Каждой координатной оси соответствует совой единичный вектор (рис. 1). Вектор 
[image: image590.wmf]®

i

 - это единичный вектор оси абсцисс; вектор 
[image: image591.wmf]®

j

 - это единичный вектор оси ординат; вектор 
[image: image592.wmf]®

k

 - это единичный вектор оси аппликат. Данные векторы называются единичными. 

	
[image: image593.png]



Рис. 1. Единичные векторы


Утверждение. Любой вектор можно разложить по координатным векторам, то есть представить в виде: 
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, коэффициенты 
[image: image595.wmf]z
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 определяются единственным образом. 
Определение. Коэффициенты 
[image: image596.wmf]z
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,

 в разложении вектора по координатным векторам называются координатами вектора в данной системе координат.

Правила действий над векторами, заданными в координатах:
1. Каждая координата суммы двух и более векторов равна сумме соответствующих координат этих векторов. 
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2. Каждая координата разности двух и более векторов равна разности соответствующих координат этих векторов. 
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3.  Каждая координата произведения вектора на число равна произведению соответствующей координаты вектора на это число. Если 
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Пример 1. Найти координаты вектора 
[image: image609.wmf]®

®

®

®

+

-

=

c

b

a

p

4

3

, если 
[image: image610.wmf]{

}

0

;

2

;

1

-

®

a

, 
[image: image611.wmf]{

}

5

;

3

-

;

1

®

b

, 
[image: image612.wmf]{

}

3

;

2

;

1

-

®

c

.
Решение. 1)  По правилу 3, находим 
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Ответ: 
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Утверждение. Каждая координата середины отрезка равна полусумме соответствующих координат его концов. 

Утверждение. Длина вектора с координатами 
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Утверждение. Для того чтобы найти координаты вектора по двум точкам необходимо из соответствующих координат конца вычесть координаты начала.

Пример 2. 
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Решение. Найдем координаты вектора 
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Ответ: 
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Скалярное произведение векторов.
Определение. Скалярным произведением двух векторов называется произведение их длин на косинус угла между ними.

Скалярное произведение векторов обозначается 
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Утверждение. Скалярное произведение ненулевых векторов равно нулю тогда и только тогда, когда эти векторы перпендикулярны.

Утверждение. Скалярный квадрат вектора равен квадрату его длины. 

Утверждение. Скалярное произведение векторов выражается формулой 
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Утверждение. Скалярное произведение равно нулю, если векторы взаимно перпендикулярны.

Косинус угла между ненулевыми векторами вычисляется по формуле: 
[image: image629.wmf]2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

a

cos

z

y

x

z

y

x

z

z

y

y

x

x

b

+

+

×

+

+

+

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

®

®

.

Пример 3. Даны векторы 
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Решение. 
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Ответ: 
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Задания для самостоятельной работы
1) подготовить ответы на основные вопросы темы;

2) выполнить задания 
1. Вопросы
1) Сформулировать определение вектора;

2) Коллинеарность векторов
3) Сформулировать правила действий над векторами, заданными в координатах;

4) Координаты середины отрезка

5) Длина вектора

6) Скалярное произведение векторов.

2. Практические задания
Задание 1. Даны точки 
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. Найти длины векторов 
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Задание 2. Даны векторы 
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Задание 3. Даны точки 
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Задание 4. Даны координаты четырех вершин куба 
[image: image645.wmf]1
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. Найти координаты других вершин куба.

Задание 5. Даны вектора 
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Задание 6. Найти значения 
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Задание 7. Даны точки 
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. Найти все медианы 
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Задание 8. Даны вершины  
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Задание 9. 
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Задание 10. Дана правильная треугольная призма 
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Задание 11. Даны вектора 
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Задание 12. Дан вектор 
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Задание 13. 
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3. Критерии оценки самостоятельной работы студента
Качество выполнения самостоятельной работы студента оценивается посредством текущего контроля. Текущий контроль самостоятельной работы студента – это форма контроля качества и объема, приобретенных студентом знаний в процессе изучения дисциплины. Проводится на практических занятиях или во время консультаций преподавателя.

89-100% (оценка 5) - максимальное количество баллов студент получает, если: 1) с достаточной полнотой рассказывает соответствующую тему; 2) дает правильные формулировки, точные определения; 3) может обосновать свой ответ, привести примеры; 4) решает все задания; 4) правильно отвечает на дополнительные вопросы преподавателя, цель которых, выяснить понимает ли студент данный материал.

70-89% (оценка 4) – студент получает, если: 1) неполно, но правильно решено задание; 2) при изложении допущены 1-2 ошибки, которые он сможет исправить после замечания преподавателя; 3) дает правильные формулировки, точные определения; 4) может обосновать свой ответ, привести примеры; 5) правильно отвечает на дополнительные вопросы преподавателя, цель которых, выяснить понимает ли студент данный материал.

50-69% (оценка 3) ставится студенту, если: 1) неполно выполнено задание (более 50 %); 2) при изложении допущено 2 ошибки; 3) знает основные положения темы, но допускает неточности при формулировке определений; 4) излагает выполнение задания недостаточно логично; 5) затрудняется ответить на дополнительные вопросы преподавателя.

49% и менее (оценка 2) студент получает, если: 1) неполно изложено задание (менее 50%); 2) при выполнении заданий найдены существенные ошибки; 3) не знает определений; 4) не может ответить на вопросы преподавателя.
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Приложение 1

Примерный экзаменационный билет 1 семестр

1. Вычислить 
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2. Упросить выражение 
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3. Решить уравнение на множестве комплексных чисел 
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4. Упростить 
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5. Вычислить 
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6. При каких 
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 существует логарифм 
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7. Вычислить 
[image: image683.wmf]28
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8. Решить уравнение 
[image: image684.wmf].
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9. Решить уравнение 
[image: image685.wmf]1
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10. Решить уравнение 
[image: image686.wmf]1
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11. Решить уравнение 
[image: image687.wmf].
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12.  Решить уравнение 
[image: image688.wmf]5
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13.  Решить неравенство 
[image: image689.wmf]x
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14. Найти 6 первых членов последовательности 
[image: image690.wmf]2
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15. Вычислить 
[image: image692.wmf]1
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16.  Найти производную функции 
[image: image693.wmf].
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17.  Решить уравнение 
[image: image694.wmf]0
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[image: image695.wmf]2
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18.  Построить график функции с помощью производной

[image: image696.wmf]2
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Приложение 2
Примерный экзаменационный билет,  2 семестр

1. Вычислите:    
[image: image697.wmf]ò
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2. Вычислите: 
[image: image698.wmf]ò
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3. Раскройте скобки в выражении (использовать бином Ньютона) 
[image: image699.wmf]5
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4. В билете две задачи. Вероятность правильного решения первой задачи равна 0,9, второй-0,7. Случайная величина Х- число правильно решенных задач в билете. Составить закон распределения, вычислить математическое ожидание и дисперсию этой случайной величины.

5. Даны законы распределения двух независимых случайных величин:

	
[image: image700.wmf]X
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[image: image702.wmf]Y
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[image: image704.wmf]X
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[image: image705.wmf]Y
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Найти 
[image: image706.wmf])
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[image: image707.wmf]Y
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6. Через вершину 
[image: image708.wmf]A

 треугольника 
[image: image709.wmf]ABC

  проведена  прямая 
[image: image710.wmf]AD

 перпендикулярная плоскости этого треугольника. Известно, что 
[image: image711.wmf]10
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 см, 
[image: image712.wmf]8
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 см, 
[image: image713.wmf]12
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см. Найти расстояние от точки 
[image: image714.wmf]D

 до прямой 
[image: image715.wmf]BC

.
7. Дан прямоугольный параллелепипед  
[image: image716.wmf]1
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. Найдите двугранный угол  
[image: image717.wmf]DCA
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[image: image718.wmf]12
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 см, 
[image: image719.wmf]5
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[image: image720.wmf]12
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8. Основанием прямоугольного параллелепипеда служит квадрат. Диагональ основания равна 16 дм, а диагональ боковой грани пирамиды равна 18 дм. Найдите боковое ребро параллелепипеда.

9.  Осевое сечение цилиндра — квадрат, пло​щадь основания цилиндра равна 
[image: image721.wmf]2

16

см

p

. Найдите площадь поверхности цилиндра.

10. Диаметр шара равен высоте конуса, образующая которого равна 8 и составляет с плоскостью основания угол 60°. Найдите отношение объемов конуса и шара.
11.  Даны точки 
[image: image722.wmf])
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. Найти:

1) координаты векторов 
[image: image723.wmf]®
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AB
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;

2) расстояние между точками 
[image: image724.wmf]B

 и 
[image: image725.wmf]D

;

3) координаты середины отрезка 
[image: image726.wmf]AB

;

4) длины векторов 
[image: image727.wmf]®
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DC

AB

,

;

5) угол между векторами 
[image: image728.wmf]®

AC

 и 
[image: image729.wmf]®

DB

;

6) найти периметр треугольника 
[image: image730.wmf]ABC

;
7) найти медианы и углы треугольника 
[image: image731.wmf]ABD
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