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Под высказыванием будем понимать любое повествовательное предложение, про которое однозначно можно сказать истинно оно или ложно.
Например, 
[image: image1.wmf]225
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 - высказывание.
Не всякое повествовательное предложение может быть высказыванием. Например, фраза Сегодня хорошая погода – не является высказыванием, потому что нельзя однозначно сказать истинно оно или ложно.
Логические операции над высказываниями

С помощью логических операций (связок) из простых высказываний можно получить сложные составные высказывания.
Например, Париж столица Франции И Москва столица России.
Обозначим истинное высказывание 1, а ложное 0.

К основным логическим операциям (связкам) относятся:

1) Отрицание. Отрицанием высказывания 
[image: image2.wmf]a

 называется высказывание 
[image: image3.wmf]a

, которое истинно, тогда и только тогда, когда 
[image: image4.wmf]a

 ложно (читается «не 
[image: image5.wmf]a

», «не верно, что 
[image: image6.wmf]a

»).
Таблица истинности для операции отрицание представлена на рисунке 1.

	
[image: image7.wmf]a


	
[image: image8.wmf]a



	0
	1

	1
	0


Рисунок 1 - Таблица истинности для операции отрицание

2) Конъюнкция. Конъюнкцией двух высказываний 
[image: image9.wmf]a

 и 
[image: image10.wmf]b

 называется высказывание 
[image: image11.wmf]ab
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, которое истинно тогда и только тогда, когда каждое из высказываний 
[image: image12.wmf]a

 и 
[image: image13.wmf]b

 истинно (читается «
[image: image14.wmf]a

 и 
[image: image15.wmf]b

»)

3) Дизъюнкция. Дизъюнкцией двух высказываний 
[image: image16.wmf]a

 и 
[image: image17.wmf]b

 называется высказывание 
[image: image18.wmf]ab

Ú

, которое ложно тогда и только тогда, когда каждое из высказываний 
[image: image19.wmf]a

 и 
[image: image20.wmf]b

 ложно (читается «
[image: image21.wmf]a

 или 
[image: image22.wmf]b

»)

4) Импликация. Импликацией двух высказываний 
[image: image23.wmf]a

 и 
[image: image24.wmf]b

 называется высказывание 
[image: image25.wmf]ab
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, которое ложно тогда и только тогда, когда 
[image: image26.wmf]a

 истинно, а 
[image: image27.wmf]b

 ложно (читается «из 
[image: image28.wmf]a

 следует 
[image: image29.wmf]b

», «если 
[image: image30.wmf]a

, то 
[image: image31.wmf]b

»). 
[image: image32.wmf]a

 называется посылкой импликации, а 
[image: image33.wmf]b

 её следствием.
5) Эквиваленция. Эквиваленцией двух высказываний 
[image: image34.wmf]a

 и 
[image: image35.wmf]b

 называется высказывание 
[image: image36.wmf]ab
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, которое истинно тогда и только тогда, когда 
[image: image37.wmf]a

 и 
[image: image38.wmf]b

 принимают одинаковые значения (читается «
[image: image39.wmf]a

 тогда и только тогда, когда 
[image: image40.wmf]b

»).
Таблица истинности для операций конъюнкция, дизъюнкция, импликация и эквиваленция представлена на рисунке 2.
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Рисунок 2 - Таблица истинности для операций конъюнкция, дизъюнкция, импликация и эквиваленция

Пример 1. 
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)

abac

®ÙÚ

 - формула.
Две формулы логики высказываний, зависящие от одних и тех же переменных, называют равносильными, если на одинаковых наборах значений переменных они принимают одинаковые значения (
[image: image48.wmf]AB
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).
Приоритет операций

1) Отрицание.
2) Конъюнкция, дизъюнкция.
3) Импликация, эквиваленция.
Таблица значений формулы А для всевозможных наборов значений переменных, называется таблицей истинности.
Пример 2. Таблица истинности для формулы 
[image: image49.wmf](

)

abab

®«Ú

 представлена на рисунке 3.
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Рисунок 3 - Таблица истинности для формулы 
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Среди формул логики высказываний различают 4 вида формул.

Формула называется тавтологией, если на любом наборе значений переменных она принимает значение «истина».
Формула называется противоречием, если на любом наборе значений переменных она принимает значение «ложь».
Формула называется выполнимой, если существует хотя бы один набор значений переменных, на котором эта формула принимает значение «истина».
Формула называется опровержимой, если существует хотя бы один набор значений переменных, на котором эта формула принимает значение «ложь».
Логика высказываний применяется для доказательства правильности рассуждений.

Основные тождества (законы) алгебры логики

С помощью таблиц истинности легко устанавливаются следующие тождества:

1. 
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1'. 
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 - коммутативность
2. 
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2'. 
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 - дистрибутивность
3. 
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3'. 
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 - ассоциативность
4. 
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4'. 
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5. 
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5'. 
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6. 
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6'. 
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7. 
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7'. 
[image: image70.wmf]00

A

Ù=


8. 
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8'. 
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9. 
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9'. 
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 - поглощение

10. 
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10'. 
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 - поглощение
11. 
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12. 
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13. 
[image: image79.wmf]AA
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Законы 2 и 2' показывают, что в данной ситуации скобки можно опустить. Между тождествами, записанными в левом и правом столбцах, существует вполне определённая зависимость: если операции дизъюнкции и конъюнкцией поменять местами, поментяь местами 0 и 1, а отрицания сохранить без изменения, то тождества, записанные слева, превратятся в тождества, выписанные справа и наоборот. Такая ситуация носит называние закона двойственности. Она справедлива вообще для всех равносильностей алгебры логики. Дело в том, что приведённых равносильностей вполне достаточно, чтобы с их помощью доказать любую другую равносильность. Поэтому установленная закономерность остаётся справедливой и по отношению к любым другим выражениям, если только соответствующие формулы не содержат импликацию и эквиваленцию.
Рассмотрим пример.
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Мы доказали:
14. 
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Нетрудно заметить, что эта равносильность в точности соответствует правилу умножения многочлена на многочлен. Составим теперь двойственное выражение:

14'. 
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Упражнение. Докажите равносильность 14', воспользовавшись равносильностью 3'.
Вернёмся теперь к основным тождествам алгебры логики. Некоторые из них аналогичны законам арифметики и поэтому легко запоминаются. Но некоторые не имеют привычных аналогов в арифметике, и мы должны научиться пользоваться ими. Начнём с законов поглощения 9, 9', 10, 10'. Практически использование этих законов сводится к тому, что поглощаемые выражения просто зачеркиваются.
Рассмотрим ряд примеров:

1. 
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. Зачёркиваем 
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 по закону 9.
2. 
[image: image87.wmf](
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. Зачёркиваем 
[image: image88.wmf]A

 по закону 10.
3. 
[image: image89.wmf](
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. Зачёркиваем 
[image: image90.wmf]AC
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по закону 10.
4. 
[image: image91.wmf](
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. Ничего зачеркнуть нельзя. Закон 10 в предложенной ситуации не работает.
5.
[image: image92.wmf](

)

BBCD

ÚÙÙ

. Зачёркиваем В. В самом деле, закон 10 можно применить, если член 
[image: image93.wmf]BCD
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 содержит выражение, являющееся отрицанием 
[image: image94.wmf]B

. Но отрицанием 
[image: image95.wmf]B

 является В. Поэтому, согласно закону 10, зачеркиваем В.
6. 
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. Зачёркиваем 
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 по закону 10. Применение этого закона станет вполне очевидным, если мы мысленно 
[image: image98.wmf]AB
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 обозначим через X.
7. 
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. Зачёркиваем 
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 по закону 9'.
8. 
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. Зачёркиваем 
[image: image102.wmf]A

 и 
[image: image103.wmf]B

 по закону 10'.

Дизъюнктивно-нормальная форма (ДНФ)
Начнём с определений.
Элементарной конъюнкцией называется конъюнкция, состоящая только из переменных или их отрицаний. Например: 
[image: image104.wmf]ABCD
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.

Дизъюнктивно-нормальной формой (ДНФ) называется дизъюнкция элементарных конъюнкций. Например: 
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. Если учесть, что нулевые конъюнкции можно опустить, а 
[image: image106.wmf]AAA
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, то приведённая ДНФ сведётся к более простому виду: 
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. Дальнейшее упрощение получается с помощью законов поглощения: 
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. Но полученная формула не является ещё минимальной (минимальной мы назовём ту ДНФ, которая имеет самую короткую запись). Можно применить новое правило, основанное на соображениях симметрии: в рассматриваемой формуле каждая из переменных А, В, С встречается два раза, но переменная В встречается один раз с отрицанием, а один раз без отрицания. Значит, симметрия нарушена по переменной В. Тогда тот член дизъюнкции, который эту переменную В не содержит, пропадёт, т.е. поглотится 
[image: image109.wmf]AC
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Покажем, что это действительно так:
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Мы доказали следующее правило поглощения:

Если ДНФ является трёхчленом, зависящим от трех переменных, и если симметрия нарушена только по одной из переменных, то пропадает тот член дизъюнкции, который эту переменную не содержит.

Проиллюстрируем это правило ещё на двух примерах.

1. 
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. Этот трёхчлен содержит два раза 
[image: image113.wmf]A

, два раза В, но один раз D и один раз 
[image: image114.wmf]D

. Значит, симметрия нарушена по D. Поэтому, согласно нашему правилу, пропадает член, не содержащий букву D (т.е. не содержащий ни D, ни 
[image: image115.wmf]D

). Значит, надо вычеркнуть 
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2. 
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. Этот трёхчлен содержит два раза 
[image: image118.wmf]B

, два раза 
[image: image119.wmf]D

, но один раз С и один раз 
[image: image120.wmf]C

. Симметрия нарушена по С. Значит, вычёркиваем член, не содержащий С, т.е. вычёркиваем 
[image: image121.wmf]BD
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Существует ещё одно правило поглощения, которое тоже основано на соображениях симметрии:

Если ДНФ является трёхчленом, зависящим от трёх переменных, и если симметрия нарушена по двум из этих переменных, то данная ДНФ равносильна дизъюнкции, одним из членов которой является переменная, по которой симметрия не нарушена, а вторым членом служит тот член первоначальной ДНФ, который эту переменную не содержит.

Например: 
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Покажем, что это действительно так:
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Рассмотрим ещё несколько примеров, иллюстрирующих это правило.

1. 
[image: image125.wmf](
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. Этот трёхчлен содержит два раза 
[image: image126.wmf]B

, но содержит по одному разу С и 
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 и по одному разу D и 
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. Значит, симметрия нарушена дважды: по С и по D. Симметрия не нарушена только по 
[image: image129.wmf]B

. Поэтому, применяя наше правило, получим дизъюнкцию, одним из членов которой будет 
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, а другим — тот член трёхчлена, который не содержит В. Значит, 
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2. 
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. В этом трёхчлене симметрия нарушена по В и по D. Симметрия не нарушена только по А. Значит, 
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Для каждой формулы существует бесконечно много различных, но равносильных ей ДНФ. Если, например, найдена одна ДНФ, то путём повторения имеющихся элементарных конъюнкций, добавления нулевых конъюнкций, добавления поглощаемых конъюнкций можно построить бесконечно много новых, но равносильных ей ДНФ.
Например: 
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[image: image135.wmf](
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Среди всех этих ДНФ есть одна, которая отличается однородностью и «совершенством» своей формы. Мы имеем в виду формулу: 
[image: image136.wmf](
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. Она так и называется: «совершенная дизъюнктивно-нормальная форма» (СДНФ). Дадим точное определение:
СДНФ — это такая ДНФ, которая удовлетворяет следующим условиям:
1. все элементарные конъюнкции различны;
2. нет нулевых конъюнкций;
3. ни одна из элементарных конъюнкций не содержит одинаковых членов;
4. каждая элементарная конъюнкция содержит все переменные.
Чтобы получить СДНФ, надо сначала найти минимальную ДНФ. Тогда будут выполнены условия 1, 2, 3. После этого надо преобразовать эту минимальную ДНФ таким образом, чтобы было выполнено условие 4. Это делается следующим образом:
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image138.wmf](
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[image: image139.wmf](
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Приведение формул к виду СДНФ бывает необходимо при решении конкретных, содержательных задач. Если, например, в условиях задачи речь идёт об элементарных высказываниях А, В, С и если условия задачи записаны в виде формулы, то, приведя эту формулу к виду СДНФ, мы тем самым получим полный перечень всех тех случаев, при которых условия задачи будут выполнены.

Рассмотрим конкретный пример.

Задача. Известно, что если Андрей и Володя пойдут в кино, то Серёжа в кино не пойдёт. Известно также, что если Володя не пойдёт в кино, то в кино пойдут Андрей и Серёжа. Надо узнать, кто при этих условиях может пойти в кино.

Решение. Введём обозначения. Пусть А означает: «Андрей пойдёт в кино», В означает: «Володя пойдёт в кино», С означает: «Серёжа пойдёт в кино». Условия задачи запишутся следующим образом:


[image: image140.wmf]ABC
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,


[image: image141.wmf]BAC

®Ù

.

Воспользуемся теперь равносильностью 
[image: image142.wmf]XYXY
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 (смотри формулу 11). На основании этой равносильности условия задачи примут вид: 
[image: image143.wmf]ABC
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, 
[image: image144.wmf](
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. Так как оба условия задачи должны быть выполнены, то должна быть истинной их конъюнкция. Составим эту конъюнкцию и приведём её к виду ДНФ:
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Условия задачи свелись к формуле 
[image: image146.wmf](
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, которая должна быть истинной. Но дизъюнкция истинна, если истинным будет хотя бы один из её членов. Значит, для того, чтобы условия задачи были выполнены, достаточно, чтобы имел место один из трёх случаев:

1. 
[image: image147.wmf]AB
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, т.е. в кино может пойти Володя без Андрея;
2. 
[image: image148.wmf]ABC
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, т.е. в кино могут пойти Андрей с Серёжей, но без Володи;
3. 
[image: image149.wmf]BC
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, т.е. в кино может пойти Володя без Серёжи.
Задача как будто бы решена. Но на самом деле это решение нельзя признать окончательным, так как в первом и третьем случаях ответ получился неполный. В случае 
[image: image150.wmf]AB
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, например, ничего не известно о Серёже, а в случае 
[image: image151.wmf]BC
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 ничего не известно об Андрее.

Чтобы получить полный ответ, надо ранее полученную ДНФ преобразовать к виду СДНФ:
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[image: image154.wmf](
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Теперь мы действительно получили полный перечень всех случаев, при которых выполняются условия задачи. К тому же теперь видно, что их не три, а четыре.
Конъюнктивно-нормальная форма (КНФ)
Начнём с определений.
Элементарной дизъюнкцией называется дизъюнкция, состоящая только из переменных или их отрицаний. Например: 
[image: image155.wmf]ABCD
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.
Конъюнктивно-нормальной формой (КНФ) называется конъюнкция элементарных дизъюнкций. Например: 
[image: image156.wmf]()()()()
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. Если воспользоваться равносильностью 
[image: image157.wmf]AAA
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, то 
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 можно заменить через 
[image: image159.wmf]AB
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. Кроме того, известно, что 
[image: image160.wmf]1
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. А если один член дизъюнкции равен 1, то и вся дизъюнкция равна 1. Значит: 
[image: image161.wmf]1
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. Но 
[image: image162.wmf]1
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. Значит, единичный член конъюнкции можно просто опустить. Таким образом, первоначальная КНФ сводится к более простой форме: 
[image: image163.wmf]()()()
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Но эта формула не является ещё минимальной. Для КНФ тоже существуют правила поглощения, основанные на соображениях симметрии. Эти правила можно получить по закону двойственности из аналогичных правил.

Мы знаем, например, что: 
[image: image164.wmf](
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 (симметрия нарушена по переменной С. Поглотилось выражение, не содержащее эту переменную). 3апишем теперь двойственную равносильность:

[image: image165.wmf]()()()()()
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В левой части стоит ранее полученная КНФ. Значит, эту КНФ действительно можно свести к более простой форме.
В то же время мы установили новое правило поглощения:
Если КНФ зависит от трёх переменных и представляет собой конъюнкцию трёх элементарных дизъюнкций и если симметрия нарушена только по одной из переменных, то поглощается та элементарная дизъюнкция, которая эту переменную не содержит.
Аналогичным образом можно получить и второе правило поглощения, основанное на соображениях симметрии. Мы уже знаем, что: 
[image: image166.wmf](
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Запишем двойственную равносильность: 
[image: image167.wmf]()()()()
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Сформулируем соответствующее правило поглощения:

Если КНФ зависит от трёх переменных и представляет собой конъюнкцию трёх элементарных дизъюнкций и если симметрия нарушена по двум из этих переменных, то данная КНФ равносильна конъюнкции, одним из членов которой является переменная, по которой симметрия не нарушена, а вторым членом является тот член первоначальной КНФ, который эту переменную не содержит.
Чтобы найти минимальную КНФ, равносильную данной формуле, надо эту формулу сначала привести к виду ДНФ, затем надо разложить ее на «множители» по законам 3' и 14' и, наконец, надо применить законы поглощения, сформулированные ранее.
Рассмотрим конкретный пример.
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Можно поступить и по-другому. Новый подход начнётся с того момента, когда была получена формула 
[image: image171.wmf](
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. В этой формуле симметрия нарушена только по одной переменной В. Мы применяли соответствующий закон поглощения. Сейчас мы этого делать не будем. Вместо этого мы добавим к нашей формуле нулевую конъюнкцию, составленную из той переменной, по которой была нарушена симметрия, т.е. добавим 
[image: image172.wmf]BB
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 и произведём группировку:
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[image: image174.wmf]()()
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Мы получили тот же результат.

Геометрическая интерпретация формул
Здесь речь пойдёт только о формулах, зависящих от трёх переменных, приведенных к виду ДНФ. В этом случае члены дизъюнкции могут быть интерпретированы с помощью вершин, рёбер и граней куба.

Интерпретация осуществляется следующим образом. Переменные и их отрицания интерпретируются как имена граней куба. Для определённости примем, что переменные А, В, С обозначают, соответственно, правую, переднюю и верхнюю грани куба. Тогда именами противоположных граней естественно считать 
[image: image175.wmf]A

, 
[image: image176.wmf]B

, 
[image: image177.wmf]C

 (рисунок 4).

[image: image178.png]



Рисунок 4 – Логический куб
Конъюнкция 
[image: image179.wmf]AC

Ù

 интерпретируется как пересечение граней A и 
[image: image180.wmf]C

 и представляет собой соответствующее ребро.

Конъюнкция 
[image: image181.wmf]ABC
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 интерпретируется как пересечение трёх граней куба (правой, передней и нижней) и представляет собой соответствующую вершину куба.

В полном соответствии с законами алгебры логики ребро 
[image: image182.wmf]AC

 может быть расщеплено на дизъюнкцию двух вершин: 
[image: image183.wmf]ACABCABC
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. Следовательно, ребро можно рассматривать как объект, представляющий собой дизъюнкцию двух вершин. Грань А может быть расщеплена на дизъюнкцию двух рёбер: 
[image: image184.wmf]AACAC
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 или 
[image: image185.wmf]AABAB
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. Но каждое ребро, в свою очередь, расщепляется на дизъюнкцию двух вершин. Поэтому грань А может быть представлена в виде дизъюнкции четырёх вершин: 
[image: image186.wmf]AABCABCABCABC
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. Таким образом, грань — это объект, являющийся дизъюнкцией четырёх вершин или двух противоположных рёбер.

Теперь можно наглядно убедиться в правильности законов поглощения. Рассмотрим сначала закон 
[image: image187.wmf](
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[image: image188.wmf](
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 представляет собой дизъюнкцию грани А и ребра АВ, принадлежащего этой же грани. Мы видим, что вершины, на которые расщепляется ребро АВ, находятся среди вершин, составляющих грань А. Никаких новых вершин не добавляется. Именно поэтому 
[image: image189.wmf](
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.

Рассмотрим теперь закон 
[image: image190.wmf](
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. Формула 
[image: image191.wmf](
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 представляет собой дизъюнкцию грани А и ребра 
[image: image192.wmf]AB

, принадлежащего смежной грани. Если грань А и ребро 
[image: image193.wmf]AB

 заменить дизъюнкциями тех вершин, на которые они расщепляются, то мы увидим, что получится дизъюнкция всех вершин грани А и всех вершин грани В. Значит, формула 
[image: image194.wmf](
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 равносильна дизъюнкции этих граней, т.е. равносильна 
[image: image195.wmf]AB
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.

Рассмотрим ещё закон поглощения, основанный на соображениях симметрии: 
[image: image196.wmf](
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. Существенная особенность дизъюнкции 
[image: image197.wmf](
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 состоит в том, что рёбра, являющиеся членами этой дизъюнкции, образуют ломаную. Если мы среднее звено этой ломаной, т.е. 
[image: image198.wmf]AB
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, заменим дизъюнкцией соответствующих вершин, то увидим, что одна из этих вершин входит в ребро 
[image: image199.wmf]BC

, а другая — в ребро 
[image: image200.wmf]AC

. Значит, среднее звено ломаной действительно поглощается двумя крайними звеньями ломаной. Поэтому трёхзвенная ломаная равносильна дизъюнкции её крайних звеньев.

Обратим теперь внимание на то обстоятельство, что дизъюнкция всех вершин куба является тавтологией и поэтому равна 1. В самом деле, дизъюнкция четырёх вершин, принадлежащих правой грани, даёт А, а дизъюнкция остальных четырёх вершин, принадлежащих противоположной грани, даёт 
[image: image201.wmf]A

. Поэтому дизъюнкция всех восьми вершин куба даёт 
[image: image202.wmf]AA
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, т.е. 1. Установив это свойство вершин куба, мы теперь по каждой формуле Ф легко можем найти её отрицание 
[image: image203.wmf]Ф

. Для этого формулу Ф надо привести к виду СДНФ, т.е. представить её в виде дизъюнкции соответствующих вершин. Дизъюнкция остальных вершин куба и даст нам 
[image: image204.wmf]Ф

. Чтобы убедиться, что 
[image: image205.wmf]Ф

, т.е. дизъюнкция остальных вершин куба, действительно является отрицанием формулы Ф, надо проверить, что 
[image: image206.wmf]1
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 и 
[image: image207.wmf]0
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[image: image208.wmf]1
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, так как 
[image: image209.wmf]ФФ
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 — это дизъюнкция всех вершин куба, а, как мы установили, такая дизъюнкция в самом деле равна 1.


[image: image210.wmf]0
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, так как геометрические эквиваленты формул Ф и 
[image: image211.wmf]Ф

 не имеют общих вершин. Значит, 
[image: image212.wmf]Ф

 действительно является отрицанием формулы Ф.

Рассмотрим теперь законы поглощения, основанные на соображениях симметрии.

1) Если в трёхчленной ДНФ симметрия нарушена только по одной из переменных (например, 
[image: image213.wmf](

)

(

)

(

)

ABBCAC

ÙÚÙÚÙ

), то этой ДНФ соответствует трёхзвенная ломаная. В этом случае, как мы видели, поглощается среднее звено этой ломаной, т.е. пропадает тот член дизъюнкции, который не содержит переменную, по которой нарушена симметрия.

2) Если в трёхчленной ДНФ симметрия нарушена дважды (например, 
[image: image214.wmf](
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), то этой ДНФ соответствует совокупность трёх рёбер, два из которых образуют двухзвенную ломаную (в нашем случае 
[image: image215.wmf]AC

 и 
[image: image216.wmf]BC

), а третье скрещивается с каждым из первых двух. В этом случае эта ДНФ равносильна минимальной дизъюнкции, одним из членов которой является плоскость (в нашем случае С), а другим — ребро, перпендикулярное этой плоскости (в нашем случае АВ).

3) Остаются нерассмотренными ещё два случая: когда в трёхчленной ДНФ, зависящей от трёх переменных, симметрия нарушена по всем трём переменным и когда симметрия вообще не нарушена. В обоих этих случаях рассматриваемая ДНФ является минимальной и дальнейшие ее упрощения невозможны. В самом деле: если симметрия нарушена по всем трём переменным (например, 
[image: image217.wmf](
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), то этой ДНФ соответствует совокупность трёх скрещивающихся рёбер, если же симметрия вообще не нарушена (например, 
[image: image218.wmf](
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), то этой ДНФ соответствует совокупность трёх рёбер, исходящих из общей вершины. В обоих этих случаях, очевидно, никакие упрощения невозможны.

Преобразования формул, содержащих импликацию и эквиваленцию

Из формулы 11 следует, что 
[image: image219.wmf]ABAB
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. Эта форма равносильности удобна при решении задач.

Из формулы 12 мы знаем, что 
[image: image220.wmf]()()
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Значит, А эквивалентно В тогда и только тогда, когда из А следует В и из В следует А.

Заметим теперь, что 
[image: image221.wmf](
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. Значит, 
[image: image222.wmf](
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 т.е. А эквивалентно В тогда и только тогда, когда оба истинны или оба ложны.

Рассмотрим несколько примеров.

(1) 
[image: image223.wmf](
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[image: image224.wmf](
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(2) 
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. Пользуясь равносильностью 
[image: image226.wmf]ABAB
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, заменим сразу все импликации, встречающиеся в нашей формуле: 
[image: image227.wmf](

)

(

)

(

)

ABCCABC

ÚÙÚÚÙ«

. Теперь заменим эквиваленцию: 
[image: image228.wmf](
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. Как поступить дальше, мы уже знаем.

Замечание. Конъюнкция и дизъюнкция связывают сильнее, чем эквиваленция. поэтому вместо 
[image: image229.wmf]()()
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 часто пишут просто 
[image: image230.wmf]ABCD
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.

Контрольная работа по алгебре логики
Приведём примеры решения задач из предложенных ниже вариантов контрольной работы.

1. Относительно погоды в воскресный день были высказаны следующие соображения:
1) Дождь или пасмурная погода бывают только при повышенной влажности.
2) Для того чтобы пошел дождь, необходима пасмурная погода.
3) Ясную погоду без дождя можно ожидать, если воздух будет сухой.
4) Если не будет дождя, то достаточным условием повышенной влажности будет пасмурная погода.
5) Сухой воздух бывает только при ясной погоде. Значит, дождя не будет.
Сведите эти высказывания к двум простейшим утверждениям.

Решение. Введём обозначения: Д – идёт дождь, П – пасмурная погода, В – повышенная влажность.
Запишем приведённые высказывания на символическом языке алгебры логики и приведем полученные формулы к виду ДНФ:
1) 
[image: image231.wmf]ДПВДПВДПВ
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;
2) 
[image: image232.wmf]ДПДП
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;
3) 
[image: image233.wmf](
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;
4) 
[image: image234.wmf]()

ДПВДПВ

®®=ÚÚ

;
5) 
[image: image235.wmf]()
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Составим конъюнкцию этих формул и воспользуемся законом 
[image: image236.wmf](
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[image: image238.wmf](
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С помощью закона 
[image: image239.wmf]AAA
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 и закона поглощения 
[image: image240.wmf]()
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 эта формула приводится к виду 
[image: image241.wmf](
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Теперь можно применить закон поглощения, основанный на соображениях симметрии (симметрия нарушен только по переменной П), окончательно мы получим: 
[image: image242.wmf](
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Мы действительно получили конъюнкцию двух простейших условий. Ответ можно записать в виде системы двух импликаций: 
[image: image243.wmf]ПВ
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.
Задачу можно решить и по-другому. Конъюнкцию пяти формул можно сразу же упростить. В этой конъюнкции есть два одинаковых члена: 
[image: image244.wmf](

)

ДПВ

ÙÚ

 встречается два раза. Значит, один из этих членов можно вычеркнуть. Кроме того, поглощается член 
[image: image245.wmf]ДПВ
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. Значит, конъюнкция пяти формул приводится к виду 
[image: image246.wmf](
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. Приведя эту формулу к виду ДНФ получим 
[image: image247.wmf](
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. Здесь симметрия нарушена по переменной П. Дальше можно идти двумя путями.
1) Можно ввести нулевую конъюнкцию 
[image: image248.wmf]ПП
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 и выполнить группировку: 
[image: image249.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ДВПДПВДВПДПВППДПВП

ÙÚÙÚÙ=ÙÚÙÚÙÚÙ=ÚÙÚ

.
2) Можно убрать член, не содержащий переменную П (пользуясь соответствующим законом поглощения) разложить полученную формулу на «множители» и снова применить закон поглощения:
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2. Сотрудники конструкторского бюро обсуждали вопрос о предстоящей командировке в Москву. Были высказаны следующие суждения:
1) Если поедут Иванов и Петров, то надо послать и Сидорова.
2) Сидоров поедет только при условии, что поедет Иванов. Значит, Петрова послать нельзя.
3) Надо послать или Иванова, или Петрова.

Директор сказал, что можно выполнить только одно из этих предложений. Кого хотели послать в командировку сотрудники и кого решил послать директор?


Решение. Введём обозначение: И – поедет Иванов, П – поедет Петров, С – поедет Сидоров.

Запишем приведённые высказывания на символическом языке алгебры логики
1) 
[image: image252.wmf]ИПСИПС
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;

2) 
[image: image253.wmf]()
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;

3) 
[image: image254.wmf]ИП
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.
Сотрудники, очевидно, хотели, чтобы были выполнены все три предложения. Значит, надо составить конъюнкцию этих предложений:
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Чтобы получить полный, корректный ответ, надо последнюю формулу привести к виду СДНФ: 
[image: image256.wmf](
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. Теперь видно, что, по мнению сотрудников, в командировку надо было послать либо Иванова без Петрова; либо послать Сидорова и Петрова без Иванова. Чтобы узнать решение директора, надо учесть, что из трёх предложений он считал приемлемым только одно. Это значит:


[image: image257.wmf](

)

(

)

(

)

ИПССИПИПИПССИПИПИПС

ÚÚÙÙÚÙÚÚÚÚÙÙÚÙÚÚÚÚÙ



[image: image258.wmf](
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После упрощений получится: 
[image: image259.wmf]ИПС
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Такого типа задачи можно решать также основываясь на таблицах истинности. Приведём пример такого решения текстовых логических задач.

3. По подозрению в совершении преступления задержали Антонова, Борисова и Викторова. Один из них — уважаемый в городе старик, другой — малоизвестный чиновник, третий — известный мошенник.

В ходе следствия старик говорил правду, мошенник — лгал, а третий в одном случае говорил правду, в другом — ложь.

Они утверждали:
Антонов: «Виноват я, Борисов не виноват»»
Борисов: «Антонов не виноват, виноват Викторов».
Викторов: «Я не виноват, виноват Антонов».

Требуется определить фамилии старика, чиновника и мошенника, и кто из них виноват, если известно, что преступник один.

Решение. Обозначим буквами А, Б, В высказывания: «виноват Антонов», «виноват Борисов», «виноват Викторов» соответственно.

Тогда высказывания задержанных можно записать в виде конъюнкций:


[image: image260.wmf],,
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так как по условию задачи два высказывания ложны, а одно истинно, то будет истинна формула


[image: image261.wmf](
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Построим таблицу истинности для F и проанализируем все случаи, когда она оказывается истинной (рисунок 5).

	№ строки
	А
	Б
	В
	
[image: image262.wmf]Б


	
[image: image263.wmf]A

Б
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[image: image264.wmf]A


	
[image: image265.wmf]AB
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[image: image266.wmf]B


	
[image: image267.wmf]AB
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	F

	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	2
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1

	3
	1
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1

	4
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	1

	5
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1

	6
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0

	7
	0
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	1

	8
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0


Рисунок 5 – Таблица истинности
Случаи 1 и 8 исключаем, т.к. по условию F истинна (равна 1).
Случай 4 исключаем, т. к. в нём истинны 2 конъюнкции, что противоречит условию задачи.

В случаях 2, 3, 5 оказываются истинными по 2 высказывания: А и Б; А и В; Б и В, что также противоречит условию задачи.

Следовательно, справедлив случай 7, т. е. преступник — Викторов — известный мошенник. При этом А=0 и Б=0. Значит, истинна пара высказываний Борисова, а у Антонова первое высказывание ложно, а второе истинно. Отсюда следует, что Борисов — уважаемый в городе старик, а Антонов — малоизвестный чиновник.

4. Доклады на конференцию представили: аспирант (А), босс (Б) и ведущий преподаватель (В).

Кафедра выдвинула два условия:

1) если поедет А, то должны ехать Б или В,

2) если поедут А и В, то поедет и Б.

Решение. Условия 1), 2) можно записать в виде:


[image: image268.wmf](
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Оба условия должны выполняться одновременно, и решение кафедры можно записать в виде:
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,
и эта формула должна быть истинной.

Подвергнем формулу F равносильным преобразованиям, получим:
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.
Применяя теперь закон дистрибутивности дизъюнкции относительно конъюнкции, получим:
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Отсюда следует, что если на конференцию поедет аспирант, то с ним должен ехать и босс.

Задания

Вариант 1
1. Проверьте следующие равносильности двумя способами – на основе теоретико-множественных свойств и на основе таблиц истинности:
а) 
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[image: image273.wmf](

)

(

)

(

)

ADBDAB

=ÙÚÙÚÙ

;
б) 
[image: image274.wmf](
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2. Приведите следующие формулы к минимальной ДНФ:

а) 
[image: image275.wmf](
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;
б) 
[image: image276.wmf](
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.
3. Переведите на язык алгебры логики следующее высказывание: На вопрос, какая погода будет завтра, синоптик ответил:

1) Если будет мороз, то снег выпадет только при пасмурной погоде.
2) Если не будет мороза, но пойдёт снег, то погода будет пасмурной.
3) Не будет ни снега, ни дождя, если небо будет ясным.
4) Неверно, что если не будет мороза, то для выпадения снега или дождя достаточно наличия пасмурного неба.
Какую погоду предсказал синоптик?

Вариант 2
1. Проверьте следующие равносильности двумя способами – на основе теоретико-множественных свойств и на основе таблиц истинности:
а)
[image: image277.wmf](
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;
б) 
[image: image278.wmf](
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2. Приведите следующие формулы к минимальной ДНФ:
а) 
[image: image279.wmf](
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б) 
[image: image280.wmf](
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3. Переведите на язык алгебры логики следующее высказывание: Петя хочет погулять, но на улице собирается дождь. У него возникают следующие соображения:
1) Если я надену плащ, то, для того чтобы я надел ещё и сапоги, необходимо, чтобы пошёл дождь.

2) Если я надену сапоги или галоши, но не будет дождя, то плащ надевать не надо.

3) Неверно, что если я не надену плащ, то я обойдусь без сапог и без галош только тогда, когда не будет дождя.
4) Для того чтобы я не надел ни сапог, ни галош, ни плаща, достаточно, чтобы не было дождя.
К какому выводу привели Петю эти соображения?

Вариант 3

1. Проверьте следующие равносильности двумя способами – на основе теоретико-множественных свойств и на основе таблиц истинности:

а) 
[image: image281.wmf](
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б) 
[image: image282.wmf](
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2. Приведите следующие формулы к минимальной ДНФ:

а) 
[image: image283.wmf](
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б) 
[image: image284.wmf](
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3. Переведите на язык алгебры логики следующее высказывание: Андрей, Ваня и Саша собрались в поход. Учитель, хорошо знавший этих ребят, высказал следующие предположения:
1)
Андрей пойдет в поход только тогда, когда пойдут Ваня и Саша.

2) Андрей и Саша друзья, а это значит, что они пойдут в поход вместе или же оба останутся дома.
3) Чтобы Саша пошёл в поход, необходимо, чтобы пошёл Ваня.
Когда ребята пошли в поход, оказалось, что учитель немного ошибся: из трёх его утверждений истинными оказались только два. Кто из названных ребят пошёл в поход?

Вариант 4
1. Проверьте следующие равносильности двумя способами – на основе теоретико-множественных свойств и на основе таблиц истинности:
а) 
[image: image285.wmf](
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[image: image286.wmf](
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б) 
[image: image287.wmf](
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2. Приведите следующие формулы к минимальной ДНФ:

а) 
[image: image288.wmf](
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б) 
[image: image289.wmf]ABBCABCABC

ÚÚÚÚ

.
3. Переведите на язык алгебры логики следующее высказывание: Петя решил поступить в МГУ и послал домой три сообщения:
1) Если я сдам математику, то физику я сдам только при условии, что не завалю сочинение.
2) Не может быть, чтобы я завалил и сочинение и математику.
3) Достаточное условие завала по физике — это двойка по сочинению.
После сдачи экзаменов оказалось, что из трёх Петиных сообщений, только одно было ложным. Как Петя сдал экзамены?

Вариант 5

1. Проверьте следующие равносильности двумя способами – на основе теоретико-множественных свойств и на основе таблиц истинности:
а) 
[image: image290.wmf](
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б) 
[image: image291.wmf](
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2. Сведите следующие формулы к минимальной ДНФ.
а) 
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3. Переведите на язык алгебры логики следующее высказывание: Коля пригласил свою сестру приехать к нему в гости. После этого он получил от неё три сообщения:
1) Я приеду в гости, если только со мной поедет папа.
2) Чтобы я приехала, необходимо, чтобы меня сопровождала мама.
3) Либо приедем мы с мамой, либо приедет только папа.
Когда приехали гости, оказалось, что из этих трёх сообщений истинным было только одно. Кто приехал навестить Колю?
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