О РАСПОЗНАВАНИИ ИЗОМОРФИЗМА ГРАФОВ БЕРЖА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПОНЯТИЯ ПЕРЕСТАНОВОЧНОЙ МАТРИЦЫ
Артюхина Дарья Дмитриевна, Козловский Богдан
Старооскольский технологический институт им. А.А. Угарова
[bookmark: _GoBack](филиал) федерального государственного автономного образовательного учреждения высшего образования «Национальный исследовательский технологический университет «МИСиС», Оскольский политехнический колледж, г. Старый Оскол

Проблема изоморфизма графов является одной из центральных в теории графов. В данной работе рассматривается нетрадиционный подход к ее решению с привлечением понятия перестановочной матрицы и степени перестановочной матрицы. На основе полученных результатов могут быть построены эффективные алгоритмы распознавания изоморфизма графов различных типов.
1.1 Рассмотрим сначала наиболее тяжелый случай распознавания изоморфизма  –  случай однородных графов. 
Прежде всего, напомним понятие перестановочной матрицы: перестановочной называется матрица, в каждом столбце и в каждой строке которой находится ровно по одному единичному элементу, а все прочие ее элементы равны нулю.
Умножение любой матрицы А на перестановочную матрицу S слева означает некоторую перестановку строк матрицы А, справа – столбцов.

Известно, что если два графа С и Н изоморфны, то существует перестановочная матрица S, такая что   (1).   Следовательно, возводя обе части (1) в квадрат, куб и т. д. до n (n – количество вершин графов G и H) получим снова верные равенства, т. е. имеем систему:


                   (2)                        
Здесь А и В – матрицы смежности графов G и H соответственно.
Итак, исследуя графы G и H на изоморфизм нам необходимо выяснить существование перестановочной матрицы S ,то есть решить систему (2) или доказать ее неразрешимость. Для облегчения этой задачи введем следующий многочлен f(A) 


 где  – некоторые числа, f(В) – аналогично. Теперь поиск матрицы S можно осуществлять не над системой (2), а над уравнением (3), полученным следующим образом: 


Т. к. ,то 


, а, следовательно, и  (3)                                                                               
справедливо из определения многочлена.
1.2 Попытаемся еще более облегчить задачу исследования графов на изоморфизм. Для этого докажем следующие две теоремы. Прежде, чем сформулировать теоремы,  введем некоторые понятия. Итак, пусть задан граф G=(Nn, F) без петель и кратных ребер, где Nn={1,2,3,…,n} – множество вершин графа G.Обозначим его матрицу смежности MG.
Построим  (MG)2;…; (MG)n ,а для них- матрицы M1G; M2G;…; MnG, где MiG [i=1,2,…,n]матрица, составленная из строк с номером i матриц MG; (MG)2;…; (MG)n . Пусть как и ранее S – перестановочная матрица.  Из определения перестановочной матрицы следует, что по S однозначно задается подстановка tSЄTn , где Tn Sn  – множество всех подстановок

 .И наоборот, если задана подстановка tSЄTn, то можно построить S. Даны два графа G1=(Nn, F1); G2=(Nn, F2). 
Теорема 1.

Для того чтобы два графа G1 и G2, заданные на множестве вершин Nn, были изоморфны, необходимо и достаточно, чтобы существовала такая подстановка tSЄTn , что  iЄNn   . 




Доказательство.  Необходимость. Дано, что графы G1 и G2 изоморфны. Доказать, что  iЄNn существует такая tSЄTn , что . Так как графы изоморфны, то  iЄNn справедливо    . Если в этом равенстве слева обе его части помножить на , то получим снова верное равенство




Расписав это более подробно, имеем систему:

                                                                             (1)
 Для доказательства необходимости нужно доказать, что  tSЄTn , такое  что разрешима следующая система уравнений:

                                                                           (2)
А это видно из сопоставления систем (1) и (2). Справедливость (2) следует из справедливости (1). Достаточность доказывается аналогично необходимости.
Используя данную теорему, пример, рассмотренный в п. 1, решается более просто. 





Теорема 2.  тогда и только тогда, когда существует такая подстановка  ,что при любых целых числах  и  справедливо    

Доказательство. Доказательство следует из теоремы (1). Из теоремы (1) имеем:

 Тогда     (3)

                             

А если бы (3) предварительно умножить на , то мы бы в точности получили формулировку теоремы.
1.3 Итак, мы показали принципиальную возможность  распознавания изоморфизма двух графов с использованием  перестановочной матрицы.
Из приведенных выше построений видно, что на основе теоремы 1 в принципе можно строить алгоритм распознавания изоморфизма однородных графов с перебором существенно меньшим по сравнению с полным. Но при этом необходимо иметь дело с операцией возведения матрицы смежности в степени, часто включая и конечную степень n, вручную – это очень трудоемкий процесс, а машина реально связана с необходимостью хранения в памяти большого объема информации.  
Проще -  с неоднородными графами, с ними этот метод работает гораздо быстрее.  
2. Алгоритм распознавания изоморфизма двух неоднородных графов
Алгоритм, который будет описан ниже, исключает недостаток предыдущего метода. И что очень важно, он легко реализуется программно. Опишем сначала алгоритм определения изоморфизма двух однородных графов на примере.
Пример . Даны два однородных графа со степенью однородности 3 на 10 вершин G=(X, F) и H=(Y, P).  Графы G и H заданы своими матрицами смежности А и В. 


 ;             
Алгоритм.
1о. Составим для матрицы А матрицу А1.
1) 
выписываем первую строку матрицы А, т. е. фиксируем первую вершину графа G. 
Элементы столбцов разбиты на два класса – класс «1» и «0».
«1» – 2, 4, 8;  «2» – 3, 5, 6, 7, 9, 10.
Первый столбец не учитываем, т. к. мы в п. а) его уже зафиксировали;
2) из классов «1» и «0» выбираем класс наименьший по мощности (класс «1») и в нем выбираем первую по порядковому номеру вершину, т. е. n=2;
3) под строкой 1 подписываем строку 2 матрицы А.


Рассматривая столбцы как двоичные числа, выписываем вновь получившиеся классы: «0» – 3, 6, 7, 10;«1» – 4, 8;«2» – 5, 9;
4) выбираем класс наименьший по мощности, например «2», и фиксируем первую в нем вершину, т. е. n=5;
5) под строкой 2 подписываем строку с номером 5, имеем


Имеем следующие классы:«0» – 3, 7;«1» – 4, 8;«2» – 9;«4» – 6, 10;
6) так как класс «2» имеет одну вершину, то под 5 строкой подписываем строку 9. Имеем:


В результате имеем классы: «0» – 3, 7; «1» – 4; «4» – 10; «9» – 8; «12» – 6.В классе «0» – две вершины, следовательно, необходимо зафиксировать такую вершину, которая разнесет 3 и 7 по разным классам, при этом, чтобы снова не получилось так, чтобы в одном классе не было двух вершин;
7) фиксируем вершину 6, т. е. подписываем 6 строку:
         1    2    3    4   5    6    7    8   9   10
         2   13  16   1  18  12   0    9  18   4


Итак, мы построили матрицу А1, в которой все двоичные числа по столбцам различные, исключая лишь те столбцы, номера которых совпадают с номерами строк, т. е. исключая лишь зафиксированные уже нами вершины 1, 2, 5, 9, 6. На построении матрицы А1 заканчивается первый пункт алгоритма, далее переходим к пункту 2о.
2о. Фиксируем 1 вершину графа Н, т. е. выписываем 1 строку матрицы В.


Выписываем полученные при этом классы. «0» – 2, 4, 6, 7, 8, 9; «1» – 3, 5, 10. Т. е. в п. 2о мы произвели отображение вершины 1 графа G в вершину 1 графа Н, переходим к п. 3о.
3о. Ищем в классе «1» первый по порядковому номеру элемент, т. е. 3. Именно из класса «1», т. к. далее мы должны в некоторую вершину I графа Н отобразить вершину 2 графа G, а вершину 2 графа G выбрана из класса «1» (этот принцип распространяется и на дальнейшие пункты). Итак, i=3, переходим к п. 4о.
4о. Выписываем под первой строкой 3 строку матрицы В.


«0» – 2, 4, 8, 9; «1» – 5, 10; «2» – 6, 7.
Мы видим, что на каждом шаге мощность полученных классов совпадает с мощностью классов, получаемых в п. 1о, это означает, что противоречий нет, следовательно, переходим к п. 5о.
5о. Снова, используя принцип, описанный в п. 3о следующую вершину с номером 5 графа G мы отображаем в вершины 6 графа Н.


«0» – 4, 9; «1» – 5, 10; «2» – 7;«4» – 2, 8.
Противоречий нет (п. 5о). Следовательно, переходим к п. 6о.
6о. Используя принцип п. 3о, следующую вершину графа G – 9 отображаем в вершину графа Н – 7, причем единственным образом.


«0» – 4, 9;«1» – 5;«4» – 8;«9» – 10;«12» – 2. Противоречий нет (п. 3о). Переходим к п. 7о.
7о. Итак, отображаем 6 вершину графа G в вершину 2 графа Н по принципу (п. 3о), в результате имеем:      
	1    2    3    4   5    6    7    8   9   10
2   12  13  16  1   18  18   4   0    9


	В результате определена частичная подстановка





               Она выявилась уже в процессе решения задачи. Переходим к п. 8о.
7о. Далее, исходя из того, что все стальные вершины (столбики) в матрицах А1 и В1 представляют собой различные двоичные числа, мы можем частичную подстановку однозначно доопределить по принципу: вершина 3 графа G, т. е. третий столбик матрицы А1 имеет двоичную цифру 16, для того, чтобы определить в какую вершину графа Н должна быть отображена вершина 3 графа G, в матрице В1 ищем столбик с двоичной цифрой 16, он единственный в результате построения В1 и А1. Это столбик 4, следовательно, 3 отобразим в 4 и т.д.
В результате имеем подстановку:

.Переходим к п. 9о.
9о. Проверяем, является ли данная подстановка подстановкой изоморфизма. Проверка дает положительный ответ. Графы G и Н изоморфны.
При помощи данного метода можно найти все возможные подстановки. Кроме того, в самом худшем случае здесь количество переборов, например, для нашего примера уменьшается с 10!=3556800 до 10*3*2=60
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