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Рис. 1.1 

1. Векторы. Основные определения, свойства и теоремы 
1. 1. Векторы. Линейные операции над векторами 

 
Определение 1.1. Вектором a  в трехмерном пространстве (в R 3) называется 
направленный отрезок заданной длины a . Длина 

вектора a  иногда называется модулем вектора a  
(рис. 1.1). У вектора ΑΒ  точка А называется 
началом вектора ΑΒ , точка В – его концом. 
 
Определение 1.2. Вектор нулевой длины называется нуль–вектором и 
обозначается Ο  или просто 0. 
 
Определение 1.3. Два вектора a  и b  называются (рис. 1.2) коллинеарными в R 3 
( )ba || , если они расположены на параллельных 
прямых или на одной прямой. 
 
 
Определение 1.4. Два вектора a  и b  называются 
равными ( )ba = , если ba =  и ba ↑↑  ( a  и b  
коллинеарны и направлены в одну сторону). 
 
Следствие. Вектор a  можно параллельным переносом 
переносить началом в любую точку (рис. 1.3). 
 
 
 
Определение 1.5. Произведением вектора a  на число 
 λ называется вектор ab ⋅= λ  
(рис. 1.4), такой, что: 
1) ab ⋅= λ ; 

2) ab || ; 
3) ab ↑↑ , если 0>λ , и  
    ab ↓↑ , если 0<λ . 
 
Замечание. Операция умножения вектора на число обладает следующим 
свойством:  ( ) ( ) aa ⋅⋅=⋅⋅ βλβλ . 
 
Теорема 1.1 (критерий коллинеарности векторов). Пусть 0≠a . Если вектор 
b  коллинеарен вектору a  ( )ab || , то существует такое число λ, что ab ⋅= λ . 
 

2b  

2a  

11 ba ↑↑  

1b  

1a  

22 ba ↑↓  

Рис. 1.2. 

a  

a  

Рис. 1.3 

2b  

2a  

( ):01111 >⋅= λλ ab  

1b  

1a  

( ) :02222 <⋅= λλ ab  

Рис. 1.4. 
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dcba +++  
d  

c  
b  

a  

Рис. 1.8 

Определение 1.6. Пусть задан вектор a , тогда вектор a
a

aо ⋅=
1  называется 

ортом вектора a  (рис. 1.5) (заметим, что 1=оa ). 
 
Определение 1.7. Пусть заданы векторы a  и b . Суммой 
векторов a  и b  называется такой вектор baс += , который 
строится по «правилу треугольника» (рис. 1.6). 
Замечание 1. Сумму векторов можно ввести и по «правилу параллелограмма» 
(рис. 1.7). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Замечание 2. Операция сложения векторов обладает следующими свойствами: 
1) abba +=+  (коммутативность); 
2) ( ) ( ) cbacba ++=++  (ассоциативность); 
3) ( ) baba ⋅+⋅=+⋅ λλλ  (дистрибутивность); 
4) ( ) aaa ⋅+⋅=⋅+ µλµλ . 
Замечание 3. При сложении более чем двух векторов 
можно следовать следующему правилу: векторы 
выстраиваем в цепочку, и вектор суммы начинается из 
начала первого вектора и идёт в конец последнего (рис. 1.8). 
Определение 1.8. Вектор ( ) a⋅−1  называется (рис. 1.9) 
противоположным к вектору a  и обозначается a− . 
 
 
 
Определение 1.9. Разностью 
векторов b  и a  называется вектор 

( )abс −+=  (рис. 1.10). 
 
Замечание. Разность ab −  можно 
определить и так: cab =− , если 

bca =+  (рис. 1.11). 
 
 

b  

b  

c  a  

Рис. 1.6 

b  

b  

c  a  

Рис. 1.6 

a−  

a  

Рис. 1.9 

Рис. 1.7 

a  

b  

b  

c  

b  a  

c  

Рис. 1.11 
Рис. 1.10 

c  
a  

b  

a−
 

a  
оa  

Рис. 1.5 
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1.2. Линейно зависимые и линейно независимые системы векторов 
 
Определение 1.10. Упорядоченный набор из n   векторов: 1a , 2a , ,  na  – 
называется системой векторов { }naaa ;;; 21  . 
 
Определение 1.11. Пусть { }naaa ;;; 21   – система векторов; 1λ , 2λ ,  , nλ  – 
числа. Тогда вектор nn aaaL ⋅++⋅+⋅= λλλ 2211  называется линейной 
комбинацией системы векторов { }naaa ;;; 21  . 
 
Определение 1.12. Система векторов { }naaa ;;; 21   называется линейно 
зависимой системой, если найдутся такие числа 1λ , 2λ ,  , nλ  (причём 

022
2

2
1 ≠+++ nλλλ  ), что 

02211 =⋅++⋅+⋅= nn aaaL λλλ      (1.1) 
 
Пример 1.1. Вектор–стороны треугольника образуют линейно 
зависимую систему векторов. Используя рис. 1.12, имеем: 

0321 =++= aaaL  (здесь 1321 === λλλ ). 
 
Теорема 1.2. Если система векторов { }naaa ;;; 21   линейно зависима, то хотя 
бы один из векторов линейно выражаются через оставшиеся векторы. И 
обратно: если в системе { }naaa ;;; 21   хотя бы один вектор линейно 
выражается через оставшиеся векторы, то система { }naaa ;;; 21   – линейно 
зависима. 
 
Определение 1.13. Система векторов { }naaa ;;; 21   – называется линейно 
независимой, если эквивалентны два равенства: 
 

00 212211 ====⇔=⋅++⋅+⋅ nnn aaa λλλλλλ   
 
Данное определение 1.13 очевидно аналогично следующему. 
Определение 1.14. Система { }naaa ;;; 21   – линейно независима, если ни один 
из этих векторов линейно не выражается через оставшиеся векторы. 
 
Теорема 1.3. Пусть даны два ненулевых вектора 1a  и 2a . Если 21 || aa , то 
система { }21;aa  – линейно зависима. 
 
Следствие. Пусть даны два неколлинеарных вектора 1a  и 2a . Тогда система 
{ }21;aa  – линейно независима. 
 

1a  2a  

3a
 

Рис. 1.12 
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Теорема 1.4. Линейная зависимость системы { }321 ;; aaa  равносильна 
компланарности этих векторов 321 ;; aaa  (то есть равносильна тому, что три 
этих вектора лежат на одной плоскости либо параллельны одной плоскости). 
 
 

1.3. Базис на плоскости (в R 2). Разложение по базису 
 
Определение 1.15. Линейно независимая система из двух векторов называется 
базисной системой векторов (или просто базисом) на плоскости, проходящей 
через эти два вектора. 
 
Замечание. По следствию из теоремы 1.3 базисом на плоскости является 
система из двух неколлинеарных векторов. 
 
Теорема 1.5. Любой вектор на плоскости может быть представлен как линейная 
комбинация (1.2) базисной системы векторов этой плоскости. И это 
представление единственно: 
 

ā = λ1 · ē 1 + λ2 · ē 2     (1.2) 
 

Определение 1.16. В разложении (1.2) числа  λ1 , λ2  называются координатами 
вектора ā  в базисе  { ē1 ; ē2 }, и вектор записывается так:  { }.; 21 λλ=a  
 
Замечание. Если на некоторой плоскости фиксирован базис  { ē1 ; ē2 } , а 
векторы ā и b  разлагаются по этому базису в виде: 
 

ā = λ1 · ē 1 + λ2 · ē 2 , b  = μ1 · ē 1 + μ2 · ē 2   (1.3) 
 
Тогда 
1) ā + b = λ1 · ē 1 + λ2 · ē 2 + μ1 · ē 1 + μ2 · ē 2  = 

=  (λ1 + μ1) · ē 1  +  (λ2 + μ2) · ē 2     (1.4) 
 

⇒  { λ1 ; λ2} + { μ 1 ; μ 2} = { λ1  + μ 1  ; λ2 + μ 2}    (1.5) 
 

(при  сложении  векторов  их  одноименные координаты  складываются); 
 
2) 

β · ā = β · (λ1· ē 1 + λ2· ē 2) = (λ1· β) · ē 1 + (λ2· β) · ē 2 ,   (1.6) 
 

⇒   β · {λ1 ; λ2} = {λ1 · β ; λ2  · β }    (1.7) 
 

(при  умножении  вектора  ā  на  число  β  все  его  координаты 
умножаются  на  это  число  β) 
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Теорема 1.6. Если ā = { λ1 ; λ2 } , b  = { μ1 ; μ2 } в базисе  { ē1 ; ē2 }, то 
 

2

2

1

1
µ
λ

µ
λ

=⇔ba      (1.8) 

Замечание. Соотношение (1.8) означает, что коллинеарные векторы имеют 
пропорциональные координаты. 
 

1.4. Разновидности базиса на плоскости (в R 2) 
 
Определение 1.17. Пусть даны два вектора a  и b . 
Совместим их начала в одной точке (рис. 1.13). Угол φ 
минимального поворота вектора a  до совмещения с 
направлением вектора b  называется углом между 
векторами a  и b  и обозначается: φ = (a  ^ b ). 
 
Определение 1.18. Вектор a  называется перпендикулярным вектору b  ( ba⊥  ), 
если угол φ между ними равен 900. 
 
Определение 1.19. Пусть { ē1 ; ē2 } – базис на плоскости. Если ē1 ┴ ē2 , то 
{ ē1 ; ē2 } называется ортогональным базисом на плоскости. 
 
Определение 1.20. Пусть { ē1 ; ē2 } – ортогональный базис на плоскости. Если 
|ē1| = |ē2| = 1, то  { ē1 ; ē2 }  называется ортонормированным базисом на 
плоскости. 
 
Определение 1.21. Ортонормированный базис на плоскости бывает «левым» и 
«правым» (рис. 1.14). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Пояснение к рис. 1.14. В первом («левом») случае движение от первого вектора  
ē1  ко второму  ē2  идёт по часовой стрелке, а во втором («правом») – против 
часовой стрелки. 
 

b  

a  

φ 

Рис.1.13 

«левый» «правый» 

ē1 

Рис. 1.14 

ē2 

ē2 

ē1 
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Определение 1.22. «Правый» ортонормированный базис на плоскости имеет 
специальное обозначение { }ji , . 
 
Замечание. На основе правого ортонормированного базиса на плоскости 
строится так называемая декартовая прямоугольная система координат 0ху 
(рис. 1.15). 
На основе левого ортонормированного базиса строится «геодезическая» 
система координат Oух (рис. 1.15). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.5. Базис в пространстве (в R 3). Разложение по базису 
 
Определение 1.23. Линейно независимая система из трех векторов называется 
базисной системой векторов (или просто базисом) в пространстве. 
 
Замечание. Согласно теореме 1.4 базисом в пространстве является система из 
трех некомпланарных векторов. 
 
Теорема 1.7. Любой четвертый вектор d  пространства R3 единственным 
образом разлагается по базису  { ē1 ; ē2 ; ē3 }  этого пространства в виде: 
 

d  = d1· ē 1 + d2· ē 2 + d3· ē 3    (1.9) 
 
Теорема 1.7 «аналогична» теореме 1.5. 
 
Определение 1.24. В разложении (1.9) числа  d1 , d2 , d3  называются 
координатами вектора d  в базисе { ē1 ; ē2 ; ē3 }. А записывается это так: 
 

d  = { d 1 ; d 2  ; d 3 }    (1.10) 
 

х 

у 

M (х 0; у 0) 

2е  

1е  

O у 0 

х 0 

1 

«геодезическая» 

х 

O 

1 

у 

M (х 0; у 0) 

i  

j  

х 0 

у 0 

«декартовая» 

Рис. 1.15 
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Замечание. Если в пространстве фиксирован базис { ē1 ; ē2  ; ē3 }, и векторы  ā, 
b  разлагаются по этому базису в виде: 
 

ā = a1· ē 1 + a2· ē 2  + a3· ē 3 ,     (1.11) 
b  = b1· ē 1 + b2· ē 2 + b3· ē 3 ,    (1.12) 

 
то аналогично (1.5) и (1.7) можно получить: 
 

=+ba { a1 ;a2 ;a3} + { b 1 ;b 2 ; b 3} = { a1 + b 1  ; a2 + b 2 ; a3 + b 3} (1.13) 
 

=⋅aβ β · {a1 ; a2 ; a3} = {a1 · β ; a2  · β ; a3  · β }  (1.14) 
 
Теорема 1.8. Если  ā = { a 1 ; a 2  ; a 3 },  b  = { b1 ; b2  ; b3 }  в базисе { ē1 ; ē2 ; ē3 }, 
то 

3

3

2

2

1

1
b
a

b
a

b
a

ba ==⇔     (1.15) 

 
1.6. Разновидности базиса в пространстве R3 

 
Определение 1.25. Пусть  { ē1 ; ē2 ; ē3 } – базис в пространстве. Если ē1  ⊥ ē2 , 
ē1  ⊥ ē3, ē2 ⊥ ē3, то  { ē1 ; ē2 ; ē3 }  называется ортогональным базисом в 
пространстве. 
 
Определение 1.26. Пусть  { ē1 ; ē2 ; ē3 } – ортогональный базис в пространстве. 
Если |ē1| = |ē2| = |ē3| = 1, то  { ē1 ; ē2 ; ē3 }  называется ортонормированным 
базисом в пространстве. 
 
Определение 1.27. Базис в пространстве может быть «левой тройкой векторов» 
или «правой тройкой векторов» (рис. 1.16). 
 
Пояснения: если смотреть 
из конца третьего вектора 
на плоскость, образован-
ную первым и вторым 
вектором, то направление 
минимального вращения от 
1-го вектора ко 2-ому для 
«левой тройки» будет по 
часовой стрелке, а для 
«правой тройки» – против 
часовой стрелки.  
 

1е  

2е  

3е  3е  

1е  

2е  

Рис. 1.16 



 

11 

Определение 1.28. Правый ортонормированный базис в пространстве имеет 
специальное обозначение  { }kji ;; . 

 
Замечание. На основе правого ортонормированного базиса { }kji ;;  в 
пространстве строится так называемая декартовая прямоугольная система 
координат  Оxyz  (рис. 1.17, справа). А на основе «левого» ортонормированного 
базиса строится «геодезическая» система координат OYXH (рис. 1.17, слева). 
 

1.7. Скалярное произведение двух векторов и его свойства 
 
Определение 1.29. Пусть даны два вектора a  и b , причем  φ = )( ba ∧  – угол 
между ними. Тогда скалярным произведением вектора a  на вектор b  
называется число: 

ϕcos),( ⋅⋅==⋅ bababa     (1.16) 
 

Свойства скалярного произведения 
 

1. abba ⋅=⋅  (коммутативность)       (1.17) 

2. aaaaaa ⋅=⇔=⋅
2

        (1.18) 

3. cabacba ⋅+⋅=+⋅ )(  (дистрибутивность)     (1.19) 
4. ),()()( bababa ⋅=⋅=⋅ λλλ  (линейность)     (1.20) 
5. baилиbилиaba ⊥==⇔=⋅ 000        (1.21) 
6. Скалярное произведение базисных векторов: 
 

Рис.1.17 

x  

1 

j  

z  

∗M  

0z  

0y  

( )000 ;; zyxM  

k  

i  

0x  
0  

y  

2е  
1 

0у  

0х  ∗M  

H
 

Y  

3е  

( )000 ;; HухM
 

0  

X 

1е  
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10 =⋅=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅ kkjjiijkkjikkiijji     (1.22) 
 

Теорема 1.9 (скалярное произведение в координатной форме). 
Пусть a  = { a 1 ; a 2  ; a 3 },    b  = { b1 ; b2  ; b3 } в базисе { }kji ,, . Тогда: 

a  · b  = a1 · b1 + a2 · b2 + a3 · b3     (1.23) 
 

Следствия 
 
1) Если a  = { a 1 ; a 2  ; a 3 } в базисе { }kji ,, , то модуль вектора через его 

координаты выражается так: 
2

3
2

2
2

1 aaaaaa ++=⋅=      (1.24) 
 
2) Если в базисе { }kji ,,  известны координаты векторов: a  = { a 1 ; a 2  ; a 3 }, 

b  = { b1 ; b2  ; b3 }, то угол φ между  ā  и  b  находится так: 
 

















++⋅++

⋅+⋅+⋅
=⇔

⋅
⋅

=
2

3
2

2
2

1
2

3
2

2
2

1

332211arccoscos
bbbaaa

bababa

ba
ba ϕϕ   (1.25) 

 
1.8. Проекция вектора в R 3 

 
Определение 1.30. Пусть задан вектор АВ  в базисе { }kji ,,  и ось l (прямая с 
заданным на ней направлением, началом отсчета и единицей длины). 
Рассмотрим вектор 11ВА  (рис. 1.18). Проекцией  ABПр l   вектора АВ  на ось l 
называется число, равное: 
1) длине вектора  11ВА , если направления оси l и вектора  11ВА   совпадают; 

2) минус длине вектора  11ВА , если направления оси l и вектора  11ВА   
противоположны. 
 
Определение 1.31. Ортом оси l называется вектор ol , направление которого 
совпадает с направлением оси l и  длина которого 1=ol . (рис. 1.19, 1.20). 

Вектор ol  обладает следующими свойствами: если ось l образует с осями 
координат углы: α (с осью Ох), β (с осью Оу), γ (с осью Оz), то можно показать, 
что: 
 

{ }γβα cos;cos;cos=ol      (1.26) 

1coscoscos 222 =++ γβα     (1.27) 
 



 

13 

 

)(cos ol lABАВABПр ∧
⋅=      (1.28) 

 
ol lАВABПр ⋅=      (1.29) 

Если известны координаты вектора { }zyxАВ ;;= , то, учитывая (1.26), (1.29), 
(1.23), имеем: 

γβα coscoscos ⋅+⋅+⋅= zyxABПр l    (1.30) 
 

Замечание. Если требуется найти проекцию одного вектора { }zуxа ;;=  на 
направление другого вектора b , то сначала найдём орт вектора b  по правилу: 

{ }γβα cos;cos;cos==
b
bbo , а затем воспользуемся формулой (1.30): 

 
γβα coscoscos ⋅+⋅+⋅= zyxаПрb     (1.31) 

 
Либо просто через скалярное произведение (в случае, если координаты 
векторов а  и b  не заданы, но известны, например их длины и угол между 
ними): 

b
baаПрb
⋅

=       (1.32) 

 
1.9. Векторное произведение двух векторов и его свойства 

 
Определение 1.32. Пусть даны два вектора ā и b , причём φ = )( ba ∧  – угол 
между ними. Векторным произведением вектора ā на вектор b  называется 
такой вектор [ ]babad ,=×= , который удовлетворяет трём условиям: 
 

Α  

ϕ 

90° 

90° 
0l  

0l  0l  

l 
l 

l 
Α  

1Β  

1Α  

Β  

Α  

1Β  

1Α  

Β  Β  

Рис.1.18 Рис.1.19 Рис.1.20 
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1. bdad ⊥⊥ , ; 
2. три вектора dba ,,  в этом порядке образуют «правую 

тройку» векторов (смотри определение 1.27); 
3. длина вектора d  численно равна площади 

параллелограмма, построенного на векторах ā и b  как 
на сторонах: ϕsin⋅⋅= bad  (рис. 1.21). 

 
Свойства векторного произведения 

 
1. Геометрический смысл модуля векторного 

произведения – площадь параллелограмма, построенного на этих векторах как 
на сторонах (рис. 1.21): 
 

Sbadba =⋅⋅==× ϕsin         (1.33) 

2. baab ×−=×  (антикоммутативность)      (1.34) 
3. cabacba ×+×=+× )(  (дистрибутивность)    (1.35) 
4. [ ]bababa ,)()( ⋅=⋅×=×⋅ λλλ  (линейность)    (1.36) 
5. baилиbилиaba ,000 ==⇔=×       (1.37) 

6. Векторные произведения базисных векторов kji ,, : 
 

jikikjkjikkjjii =×=×=×=×=×=× ,,,0     (1.38) 
 
Теорема 1.9 (векторное произведение в координатной форме).  
Пусть ā = { a 1 ; a 2  ; a 3 },  b  = { b1 ; b2  ; b3 } в базисе { }kji ,, . Тогда 
 

















==×

321

321
bbb
aaa
kji

teddba      (1.39) 

 
1.10. Смешанное произведение трёх векторов и его свойства 

 
Определение 1.33. Пусть даны три вектора сba ,, . Смешанным произведением 
этих векторов называется число сba , равное: 

cbaсba ⋅×= )(       (1.40) 
 

Свойства смешанного произведения 
 

1. )()( cbacbaсba ×⋅=⋅×=         (1.41) 

a  

b  

bad ×=  

φ 

Рис. 1.21 
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2. Геометрический смысл модуля смешанного 
произведения – объём параллелепипеда, построенного на 
векторах сba ,,  или шесть объёмов треугольной 
пирамиды (рис. 1.22): 
 

параллелеппир VVсba =⋅=6    (1.42) 
 

3. ⇔= 0сba  векторы сba ,,  компланарны, то есть 
лежат в одной плоскости (или параллельны одной 
плоскости). 
 

 4. Если 0≠сba , то векторы сba ,,  не компланарны, а поэтому по теореме 1.4 
сba ,,  являются базисом в пространстве R 3. 
 

Теорема 1.10 (смешанное произведение в координатной форме).  
Пусть известны координаты трёх векторов , ,a bс  в базисе { }kji ,, : 
 

ā = { a 1 ; a 2  ; a 3 },  b  = { b1 ; b2  ; b3 }, c  = { с 1 ; с 2  ; с 3 }, 
, 
 

тогда смешанное произведение сba  находится так: 
 

















=

321

321

321

ccc
bbb
ааа

tedсba     (1.43) 

 
Либо, используя свойства определителя, получаем: 

















=

333

222

111

cba
cba
cba

tedсba     (1.44) 

 
 

a  

b  

c  

Рис. 1.22 
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2. Примеры решения типовых задач 

Задача 1. Даны четыре вектора: { }2 ;1 ;1=a , { },0 ;1 ;2 −=b  { }1;1;1c   −=  и 

{ }3 ;1 ;6 −=d  в базисе { }kji ;; . Показать, что векторы сba ,,  тоже образуют базис 

в пространстве R 3, и найти координаты вектора d  в базисе сba ,, . 

Решение 

В соответствии с 4 свойством смешанного произведения: если 0    ≠cba , то 

векторы cba   ,  ,  образуют базис в пространстве R 3, поэтому в соответствии с 

(1.44) вычислим смешанное произведение этих векторов: 

=















−

−
=
















==∆

102
111
121

333

222

111
ted

cba
cba
сba

tedcba  

= вычисляем определитель разложением по 3–ей строке, т.к. в ней есть нулевой 

элемент (можно разложить определитель и по 2–ому столбцу) = 

= =







−

⋅−⋅+







−

−
⋅−⋅ ++

11
21

)1(1
11
12

)1(2 3313 tedted  

 

= =≠−=−=−−⋅+−⋅ 0132)21(1)12(2  

=  в соответствии с 4 свойством смешанного произведения векторы cba   ,  ,  

образуют базис в пространстве, а поэтому по теореме 1.7 любой четвертый вектор 

d  единственным образом разлагается по базису cba   ,  ,  в виде: 

,321 cdbdadd ⋅+⋅+⋅=      (2. 1) 

где d1, d2, d3 – неизвестные пока координаты вектора d  в новом базисе   cba   ,  , . 

Из (2.1) в соответствии с (1.13) и (1.14) имеем: 

{ } { } { } { },1;1;10;1;22;1;13;1;6 321 −⋅+−⋅+⋅=− ddd  

{ } { } { } { },;;0;;22;;3;1;6 33322111 dddddddd −+−+=−  



17 

{ } { }31321321 2  ;  ;23;1;6 dddddddd ++−−+=−    (2.2) 

 

Получили равенство (2.2) между двумя векторами (один – слева, другой – справа). 

Следовательно, из (2.2) имеем равенство между координатами этих векторов: 

 









=+
−=+−
=−+

;32
;1
;62

31

321

321

dd
ddd

ddd
 

Решая эту систему (например, по правилу Крамера), найдем новые координаты  

d1, d2, d3   вектора d  в базисе cba   ,  , . Имеем: 

.01)(
102
111
121

det ≠−==















−

−
=∆ вычислялиуже  

Так как определитель ∆  основной матрицы системы уравнений отличен от нуля, 

значит, по теореме Крамера данная система имеет единственное решение, которое 

можно найти, например, по формулам: 

,/11 ∆∆=d    ,/22 ∆∆=d    ∆∆= /33d , 

где 

=−=















−−

−
=∆ )3,,(

103
111
126

1 строкеейпонапримерразложитьпрощеted  

= =







−−

⋅−⋅+







−

−
⋅−⋅ ++

11
26

det)1(1
11
12

det)1(3 3313  

= ;143)26(1)12(3 −=−=+−⋅+−⋅  

=−=















−

−
=∆ )2(

132
111
161

2 строкеойпоразлагаемted  









=+
−=+−
=−+

;32
;1
;62

zx
zyx

zyd
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+






 −
⋅−⋅−







 −
⋅−⋅= ++

12
11

det)1(1
13
16

det)1(1 2212  

;3939
32
61

det)1(1 32 −=+−−=







⋅−⋅+ +  

=−=















−−=∆ )3,,(
302
111

621

3 строкеейпонапримерразложитьпрощеted  

=







−

⋅−⋅+







−−

⋅−⋅= ++
11

21
det)1(3

11
62

det)1(2 3313  

=−=−=−−⋅++−⋅= 198)21(3)62(2  

;1
;3
;1

 
;/
;/
;/

3

2

1

33

22

11

=
=
=









∆∆=
∆∆=
∆∆=

d
d
d

d
d
d

– единственное решение. 

Ответ:  −⋅+⋅+⋅= cbad 131 искомое разложение вектора  d   в базисе cba   ,  , . 

 
Задача 2. Даны координаты вершин пирамиды в системе координат Оxyz: 

),3;1;2(1 −A  ),4;2;0(2 −A  ),1;1;1(3 −A  ).2;0;3(4A  Найти: а) угол α  между ребрами 

21AA   и  ;AA 41   б)  площадь ∆S   грани 21AA 3A ;  в)  объем   V  пирамиды;   

г) проекцию вектора 31AA  на направление 

вектора ;AA 41  д) в треугольнике 

∆ 21AA 3A  найти длины всех сторон и 

величину каждого угла; е) площадь сечения, 

проходящего через середину ребра 32 АА  и 

вершины 41, АА  пирамиды. 

 
 

 

A 3 

α   
A 2 

A4 

A 1 

Рис. 2.1 
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Решение 
 

а) угол α  между векторами 21AA  и 41AA  находится в соответствии с (1.25): 

 

4121

4121 cos
AAAA

AAAA
⋅

⋅
=α      (2. 3), 

где  { },1;1;2{}34  );1(2;20{}  ; ; 12121221 −−=−−−−−=−−−= zzyyxxАА  

}.1;1;1{}32 );1(0 ;23{}  ;  ;{ 14141441 −=−−−−=−−−= zzyyxxАА  

Поэтому 

.73,13)1(11}1;1;1{

,45,261)1()2(}1;1;2{
222

41

222
21

≈=−++=−=

≈=+−+−=−−=

AA

AA
 

Скалярное произведение по формуле (1.23) находится так: 

{ } { } .4)1(111121;1;11;1;24121 −=−⋅+⋅−⋅−=−⋅−−=⋅ ААAA  

Тогда, подставляя в (2.3), имеем: 

,943,0
73,145,2

4
36

4cos −≈
⋅

−
≈

⋅
−

=α .5,160)943,0(arccos.. 0≈−≈αет  

б) Площадь ∆S  грани 321 AAA  найдем в соответствии с геометрическим смыслом 

(1.33) векторного произведения: ,3121 dAAAA =× .
2
1,2 dSSd =⋅= ∆∆  

где { },1;1;221 −−=AA  },2;0;1{}31)1(1 ;21{31 −−=−−−−−= ;AA  

=
















−−
−−=−−×−−=×=

201
112}2;0;1{}1;1;2{3121

kji
tedAAAAd  

}.1;5;2{152)10()14()02( −−=⋅−−=−++⋅−−⋅= kjikji  

Тогда ).(74,2305,012545,0}1;5;2{5,05,0 2едdS ≈⋅=++⋅=−−⋅=⋅=∆  
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в) Объем V пирамиды 4321 АAAA  найдем, используя геометрический смысл (1.42) 

смешанного произведения: ,6)( 413121 пирVAAAAАА =⋅×  поэтому: 

( ) { } { } =−⋅−−⋅=⋅⋅=⋅×= 1;1;11;5;2
6
1

6
1

6
1

41413121 AAdAAAAAAV  

).(33,0
3
1)2(

6
1)152(

6
1))1()1(1)5(12(

6
1 3ед≈+=−⋅=+−⋅=−⋅−+⋅−+⋅⋅=  

г) Проекция в соответствии с (1.32): ,
41

4131
31

41 AA

AAAA
AAПp AA

⋅
=  

где },2;0;1{
31 −−=AA { },1;1;141 −=AA  ,73,1341 ≈=АА  

{ } { }=−⋅−−=⋅ 1;1;12;0;14131 AAAA поэтому,1201)1(21011 =++−=−⋅−⋅+⋅−  

.58,0
3

1

41

4131
31

41
≈=

⋅
=

AA

AAAA
AAПp AA  

 

д) Рассмотрим (рис. 2.2) :321 AAA∆  ),1;1;1(),4;2;0(),3;1;2( 321 −−− АAA  

{ } { }⇒−−=−=−−= 1;1;2},3;1;1{,2;0;1 213231 ААAAАА

,24,25)2(0)1(AA 222
31 ≈=−++−=  .32,311)3(11 222

32 ≈=−++=AA  

,45,261)1()2( 222
21 ≈=+−+−=АА  

Угол 1γ  образован векторами 31 AA  и 21 AA , 

которые выходят из вершины угла 1γ , поэтому 

,0
65
202 cos

2131

2131
1 =

⋅
−+

=
⋅

⋅
=

AAAA

AAAA
γ

.90)0(arccos 0
1 ==γестьто  

A 2 

A 3 

A 1 1γ  

2γ  

3γ  

Рис. 2.2 
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Угол 2γ  образован векторами   12AA  и 32AA ,    которые выходят из вершины 

угла .2γ  Поэтому 

=
⋅

⋅
=

32

32

12

12
2 cos

AA
AA

AA
AA

γ
3221

3221

AAAA
AAAA

⋅
⋅−

=
⋅

−⋅+⋅−+⋅−
−=

116
)3(11)1(1)2(  

 

==
⋅
−

−=
11
6

116
6  .4,42

11
6arccos 0

2 ≈







=γ  

 

Угол 3γ  образован векторами 13 AA  и ,23 АА  которые выходят из вершины угла  

3γ , поэтому  =
⋅

⋅
=

23

23

13

13
3 cos

AA
AA

AA
AA

γ =
⋅

−⋅−

3231

3231 )()(

AAAA

AAAA
=

⋅

⋅

115
3231 AAAA

 

 

===
−⋅−+⋅+⋅−

=
11
5

55
5

55
)3()2(101)1( .6,47

11
5arccos 0

3 ≈







=γ  

 
Замечание: для контроля найдем .1806.474.4290 0000

321 =++=++ γγγ  
 
е) Найдём площадь сечения, проходящего через середину сА  ребра 32 АА  и 

вершины 41 АиА  пирамиды. Имеем координаты середины сА : 

.5,2)14(
2
1;5,1)12(

2
1;5,0)10(

2
1)(

2
1

32 =+⋅=−=−−⋅==+⋅=+⋅= ссс zуххх  

Затем находим площадь треугольника сААА 41  с помощью векторного 

произведения: 

 

{ },1;1;1, 411141 −==× ААгдеdAAAA с  

{ }1;1;35,0}5,0;5,0;5,1{}35,21-5,1- ;25,0{1 ⋅−=−−−=−−= );(-AA с  



22 

{ } { } =
















−⋅−=×−⋅−=×=
113
1115,01;1;31;1;15,01411

kji
tedAAAAd с  

[ ] { }1;2;1)242(5,0)31()31()11(5,0 −=−−⋅−=−⋅++⋅−+⋅⋅−= kjikji  

 

).(2,15,16
2
16)1()2()1( 2222

1 едSd сеч ≈==⇒=++−=⇒  

Ответ: а) 05.160≈α ; б) ;)(74.2 2едS ≈  в) (33.0≈V ед 3 ); г) ;58.0≈λ  
 
д) ;)(45.2621 едAA ≈=  ;)(24.2531 едAA ≈=  ;)(32.31132 едAA ≈=   
 

0 0 0
1 2 390 , 42,4 , 47,6 .γ γ γ= ≈ =  е) ).(2,1 2едS сеч ≈  

 
Задача 3. Найти yПр x  (проекцию вектора y  на направление вектора x ), если 

,23,2,3,2 qpbqpabaybax −=+=+=−=  ,3,1 == qp  

.150)^( 0=qpугол  
 

Решение 

Имеем в соответствии с (1.32):  x
yxyПр x
⋅

= .  Найдем векторы  x  и  y : 

;54462)23(2)2(2 qpqpqpqpqpbax +−=+−+=−−+=−=  
 

.92336)23()2(33 qpqpqpqpqpbay +=−++=−++=+=  
 
Тогда  с учётом свойств (1.18), (1.19) и (1.20) скалярного произведения: 
 

=⋅+⋅+⋅−⋅−=+⋅+−=⋅ qqpqqpppqpqpyx 545436)9()54(  

=+⋅+−=⋅=⋅=⋅=⋅= 2222 54136),,..( qqppqppqqqqpppкт  

=⋅⋅++−= )^(cos41536 22
qpqpqp  (подставляем данные из условия) = 
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.5,82)
2
3(3411536150cos3141)3(5136 022 −=−⋅++−=⋅⋅⋅++⋅−=  

Модуль вектора x  найдем, используя свойство (1.18) скалярного произведения: 
 

=⋅+⋅−⋅−⋅=+−⋅+−=⋅= qqpqqpppqpqpxxx 25202016)54()54(2  
 

=+⋅−=+⋅−⋅−= 2222 25401625202016 qqppqqpqpp  
 

22 25)^(cos4016 qqpqpp +⋅⋅−=  = (подставляем данные из условия) = 
 

.151325)
2
3(34016)3(25150cos3140116

2202 x==⋅+−⋅⋅−=⋅+⋅⋅⋅−⋅=   

82,5151. 6,7.
151x

x yПоэтому х Тогда Пр y
x
⋅ −

= = = ≈ −  

Ответ:  6,7.xПр y ≈ −  
 
Задача 4. Найти площадь треугольника АВС, если 

kjiAC +−= 32 , AB  – орт вектора нормали к 
плоскости π , проходящей через три точки 

),3;1;2(1 −M  ),5;0;4(2M  ),1;2;1(3M  вектор AB  
образует с осью Оz острый угол. 
 

Решение 
 
Площадь S треугольника  АВС, можно найти, используя геометрический смысл 
векторного произведения .5,0: SdABACd =×=  У нас },1;3;2{ −=AC  

осталось найти  AB .   Имеем: ⇒=⊥ .1, ABAB π  1, ,АВ N где
N

λ λ= ⋅ = ⇒  

1 2 1 3N M M M M= × ⇒  { } { }⇒−−== 2;3;1,2;1;2 3121 ММММ  

=
















−−
=×=

231
2123121

kji
tedMMMMN  

{ }⇒−=++−=+⋅++−⋅−−−⋅= 7;2;8728)16()24()62( kjikji  

 

N  

М 3 

М 2 

М 1 

π 
Рис. 2.3 
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}.7;2;8{}7;2;8{ λλλλλ −=−⋅=⋅= NAB  
Число  λ   найдем, используя данные из условия: 
 

.1117117)7()2()8(1;1 2222 =⋅==++−==⇒= λλλλλABAB  

⇒−==⇒=
117
1,

117
1

117
1

21 λλλестьТо  

,
117
7;

117
2;

117
8

)1(






 −

=АВ .
117

7;
117

2;
117
8

)2(






 −−

=АВ  

По условию вектор AB  образует с осью Оz острый угол, поэтому его третья 
координата должна быть положительной, поэтому остается единственный 
(первый) вариант: 

.
117
7;

117
2;

117
8







 −

=АВ  Для нахождения  dS 5.0=   нам нужен  d , 

поэтому, сначала найдем :ABACd ×= :ABACd ×=  

1 1{2; 3;1} { 8;2;7} 2 3 1
117 117 8 2 7

i j k
имеем d AC AB d et

 
 

= × = ⋅ − × − = ⋅ − = 
 − 

 

[ ] { }⇒−−−⋅=−⋅++⋅−−−⋅⋅= 20;22;23
117
1)244()814()221(

117
1 kji  

.48,31413
117
1)20()22()23(

117
1}20;22;23{

117
1 222 ≈⋅=−+−+−⋅=⇒−−−⋅= dd  

Тогда ).(74,15,0 2едdS ≈=  
 
Ответ: S 74,1≈  (ед 2 ). 
 
Задача 5. При каком значении х будут компланарны 
векторы cba ,, , если вектор a  коллинеарен вектору 

nmd ×= , где .2},3;2;1{ kjinm −+=−=  Вектор b –
перпендикулярен плоскости π , проходящей через 
точки ),3;1;2(),3;2;1( 21 −MM  ).5;0;4(3M  А вектор 

.2 kjixc −+=  
Решение 

Имеем: 

 

N  

М 3 

М 2 

М 1 

π 
Рис. 2.4 
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так как , .a d a dчисло λ λ⇒ = ⋅ −  Так как b  перпендикулярен плоскости π , 

проходящей через точки 321, МиММ , то Nb ⋅= µ , где µ – число, N  – вектор  
любой нормали к плоскости π . Условие компланарности (принадлежности 

некоторой плоскости) векторов cba ,,  эквивалентно условию компланарности 

векторов cNd ,, . 

Поэтому найдём тот х, при котором векторы cNd ,,  будут компланарны. Имеем: 
 

=−=
















−
−=−×−=×= )1(

112
321}1;1;2{}3;2;1{ строкеойпоразлагаем
kji

tednmd  

 
= { }.5;7;1..},5;7;1{571)41()61()32( −=−=++−=+⋅+−−⋅−−⋅= dетkjikji  
 
Вектор N   нормали к плоскости π  можно найти, используя определение 
векторного произведения 3121 ММММ ×  (согласно с которым вектор 3121 ММММ ×  
перпендикулярен плоскости π ). Имеем: 
 

=21ММ {2 – 1; –1 – 2; 3 – 3}={1; –3; 0}, =31ММ {4 – 1; 0 – 2; 5 – 3}={3; –2; 2} ⇒ 
 

=⋅+⋅−⋅−=+−⋅+−⋅−−−⋅=
















−
−=×= kjikji

kji
tedММММN 726)92()02()06(

223
0313121  

}.7;2;6{ −−=⇒ N  Векторы  { }1;2;}7;2;6{},5;7;1{ −=−−=−= хсиNd  будут 
компланарны, если их смешанное произведение будет равно нулю: 
 

.09059)212(5)76(7)142(1
12

726
571

=−=+−⋅+−⋅−−⋅−=
















−
−−

−
xxx

x
ted  

То есть х = 
59
90  – условие компланарности cNd ,,  (а стало быть, и cba ,, ). 

Ответ: при х =
59
90  векторы cba ,,  будут компланарны. 
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3. Типовые задания по теме «Элементы векторной алгебры» 
 
Задача 1. Проверить, что векторы { }321 ,, aaaa = , { }321 ,, bbbb = , 

{ }321 ,, cccc =  образуют базис в пространстве, и найти разложение вектора 

{ }321 ,, dddd =  по этому базису сba ,, : 

№ a 1 a 2 a 3 b 1 b 2 b 3 c 1 c 2 c 3 d 1 d 2 d 3 
1 –1 2 1 3 1 5 1 4 2 10 31 29 
2 2 –1 3 1 2 1 3 –1 4 5 1 6 
3 2 –3 –11 7 5 10 3 2 5 15 15 36 
4 –3 5 1 2 1 4 1 –4 –3 2 –5 –4 
5 3 –1 1 1 2 3 –13 3 –5 –6 3 0 
6 1 –1 1 1 2 4 2 2 4 –1 –4 –2 
7 2 3 1 3 2 2 1 1 3 4 5 7 
8 3 1 3 2 2 1 –3 1 1 14 2 5 
9 1 2 3 1 3 5 1 1 3 2 7 14 
10 –2 3 1 3 2 2 –1 1 3 –5 0 4 
11 –2 2 –10 2 1 4 1 1 5 9 –3 33 
12 1 1 –1 4 1 2 4 2 2 3 5 –3 
13 4 2 –1 3 1 4 1 3 1 10 12 6 
14 1 3 3 2 1 2 1 1 –3 2 5 14 
15 1 0 0 1 2 6 1 –3 –5 3 –8 –16 
16 1 3 1 2 1 1 1 1 5 2 5 –7 
17 –1 –1 1 4 2 3 1 3 –5 3 3 0 
18 –1 4 –2 2 3 3 –1 –2 4 4 11 11 
19 1 0 5 2 1 0 0 3 –1 5 16 10 
20 –1 1 –1 2 3 4 3 –5 1 3 0 3 
21 –4 3 9 2 7 7 9 –6 –9 28 –1 5 
22 –1 2 –1 2 3 1 1 2 1 2 –2 1 
23 2 1 –1 1 5 3 4 2 1 31 29 10 
24 2 2 3 1 3 2 3 1 1 3 5 2 
25 –1 1 3 2 3 1 3 –5 –13 3 0 –6 
26 1 3 1 2 1 1 1 1 5 2 5 –7 
27 –2 –1 4 3 2 3 4 –1 –2 11 4 11 
28 3 –2 –1 –1 1 3 –1 3 2 2 6 7 
29 –1 1 –2 3 –2 1 2 1 –3 11 –6 5 
30 2 2 –1 1 3 4 3 1 –1 2 –6 –9 
№ a 1 a 2 a 3 b 1 b 2 b 3 c 1 c 2 c 3 d 1 d 2 d 3 
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Задача 2. Даны координаты вершин пирамиды: А 1 (х 1; у 1; z 1), А 2 (х 2; у 2; z 2), 
А 3 (х 3; у 3; z 3), А 4 (х 4; у 4; z 4). Средствами векторной алгебры найти: 1) угол ϕ  

между ребрами 31AA  и 41 AA ; 2) площадь грани 421 AAA ; 3) проекцию век-
тора 23 АА  на направление вектора 43 АА ; 4) объем пирамиды; 5) в треуголь-

нике 421 AAA  найти длины всех сторон и величину каждого внутреннего угла (в 

градусах); 6) площадь сечения, проходящего через середину ребра 21 AA  и вер-
шины :43 АиА  

№ x 1 y 1 z 1 x 2 y 2 z 2 x 3 y 3 z 3 x 4 y 4 z 4 
1 2 2 7 6 7 7 2 3 1 –2 3 8 
2 7 2 2 5 7 7 5 3 1 2 3 7 
3 7 1 2 –5 3 –2 3 3 5 4 5 –1 
4 1 –1 6 4 5 –2 –1 3 0 6 1 5 
5 6 6 5 4 9 5 4 6 11 6 9 3 
6 1 8 2 5 2 6 5 7 4 4 10 9 
7 1 3 2 6 5 2 3 7 2 2 5 6 
8 1 3 2 0 6 2 4 0 0 3 2 7 
9 8 6 4 10 5 5 5 6 8 8 10 7 
10 4 2 –9 3 0 4 0 0 4 5 –1 –3 
11 4 –3 –2 2 2 3 2 –2 –3 –1 –2 3 
12 1 –1 6 4 5 –2 –1 3 0 6 1 5 
13 2 –3 1 6 1 –1 4 8 –9 2 –1 2 
14 1 –4 0 5 0 –2 3 7 –10 1 –2 1 
15 0 0 2 1 1 0 4 1 2 3 0 5 
16 9 5 5 –3 7 1 5 7 8 6 9 2 
17 8 4 1 7 7 3 6 5 8 3 5 8 
18 4 0 0 –2 1 2 1 3 2 3 2 7 
19 4 6 5 6 9 4 2 10 10 7 5 9 
20 3 1 –2 1 –2 1 –2 1 0 2 2 5 
21 6 2 2 –6 4 –2 2 4 5 3 6 –1 
22 3 5 4 8 7 4 5 10 4 4 7 8 
23 0 0 0 5 2 0 2 5 0 1 2 4 
24 1 1 1 3 4 0 –1 5 6 4 0 5 
25 8 4 4 –4 6 0 4 6 7 6 8 1 
26 –2 3 –2 2 –3 2 2 2 0 1 5 5 
27 3 1 1 1 4 1 1 1 7 3 4 –1 
28 5 1 0 7 0 1 2 1 4 5 5 3 
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29 5 –1 4 9 3 –6 7 10 –14 5 1 –3 
30 10 6 6 –2 8 2 6 8 9 7 10 3 
№ x 1 y 1 z 1 x 2 y 2 z 2 x 3 y 3 z 3 x 4 y 4 z 4 

 
Задача 3. Найти проекцию  уПр х , если    ,21 bкакх ⋅+⋅=  

,43 bкакy ⋅+⋅=  qкрка ⋅+⋅= 65 , qкркb ⋅+⋅= 87 , 

( ) :,30 9
0 гдеkqpугол ⋅=∧  

№ p  q  k 1 k 2 k 3 k 4 k 5 k 6 k 7 k 8 k 9 

1 0,5 2 0 1 –1 2 2 3 2 –1 2 
2 0,5 2 0 1 1 2 1 –2 2 3 2 
3 1 3  1 –1 1 2 1 4 1 –2 1 
4 2 0,5 1 0 2 –1 4 –1 2 3 4 
5 3  0,5 1 0 2 1 3 2 1 –4 4 
6 0,5 2 1 0 –2 1 2 –3 4 1 4 
7 1 3  1 1 –1 2 2 1 4 1 1 
8 1 3  1 –1 –1 2 4 1 2 1 1 
9 3  1 1 1 1 2 1 2 1 –4 1 
10 3  1 1 1 1 –2 2 –1 4 –1 1 
11 3  2 1 1 2 1 1 3 2 –1 5 
12 2 3  1 –1 2 1 2 1 1 –3 5 
13 2 3  1 1 –2 1 3 –1 1 2 5 
14 0,5 2 0 1 1 2 2 3 1 –2 2 
15 3  1 1 –1 1 –2 4 –1 2 –1 1 
16 2 0,5 0 1 1 2 2 –3 1 2 2 
17 0,5 2 1 0 –2 1 4 1 2 –3 4 
18 3  2 1 –1 2 1 2 –1 1 3 5 
19 2 0,5 0 1 1 –2 2 1 3 –2 2 
20 0,5 2 1 0 2 1 1 4 3 –2 4 
21 1 3  1 1 1 2 1 –2 1 4 1 
22 0,5 2 1 0 2 1 3 –2 1 4 4 
23 2 3  1 1 2 1 1 –3 2 1 5 
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24 2 0,5 1 0 2 –1 2 3 1 –1 4 
25 3  2 1 1 2 –1 3 1 1 –2 5 
26 2 0,5 1 0 2 1 1 –4 3 –2 4 
27 0,5 2 0 1 –1 2 2 –1 2 3 2 
28 3  1 1 1 1 –2 1 –4 1 2 1 
29 2 0,5 0 1 1 2 1 2 2 –3 2 
30 2 0,5 0 1 1 –2 3 –2 2 1 2 

№ p  q  k 1 k 2 k 3 k 4 k 5 k 6 k 7 k 8 k 9 
 
 
Задача 4 (далее условие – по вариантам студентов). 
 
1. Найти площадь параллелограмма ABCD, если AB  – вектор единичной длины, 

перпендикулярный плоскости, проходящей через точки (0, 0, 0), (0, 1, 2),  (1, 2, 4), 

а ).32()( kjijiAC ++×+=  

 
2. Найти модуль проекции вектора p  единичной длины, перпендикулярного 

плоскости, проходящей через точки (1, 1, 0),  (1, 0, 1,)  (0, 1,1), на прямую, прохо-

дящую через точки (1, 1, 1),  (1, 2, 3). 

 

3. Найти модуль проекции вектора )52()2( kikjip −×+−=  на вектор q  еди-

ничной длины, лежащий в плоскости Оyz и перпендикулярный вектору  

.43 kjia −−=  

 

4. Найти площадь параллелограмма ABCD, если −AB единичный вектор, перпен-

дикулярный плоскости, проходящей через точки (1, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 1, 2), а AC  

коллинеарен прямой, проходящей  через  точки (0, 0, 0),  (1, 1, 1), и .3AC =  
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5. Найти объем параллелепипеда, построенного на векторах, , ,, сba  если 

).52()3( jikjia −×−+=  Вектор MNb = , где M (1, 3, –3), N (2, 4, –1). Вектор c  

образует с осями Ох, Оy углы в 450 и имеет длину 2. 

 
6. Вектор p перпендикулярен оси Oz и удовлетворяет условиям 9=⋅ap , 

4−=⋅bp , где .32,53 kjibkjia −+=+−=  Найти проекцию вектора 

p на вектор .baq ×=  
 
7. Найти модуль проекции единичного вектора p , перпендикулярного плоскости, 
проходящей через точки (1, 0, 1) ,  (1, 1, 0) ,  (0, 1, 1) на вектор 

).()( kijiq +×−=  
 
8. Найти модуль проекции вектора p  на вектор q , если p перпендикулярен 

векторам .32,34 kjibkiа +−=−=  Вектор kiq 2−= , .3=p  
 
9. Найти объем параллелепипеда, построенного на трёх векторах: ba + , ba − , 

)()( baba −×+ , где kia += , .kjb −=  
 
10. Найти площадь параллелограмма АВСD, если baAB += , baAD ×= , 

kjia −+= ,  .kjib +−=  
 

11. Найти модуль проекции вектора )()( kjjip −×+=  на вектор q , перпен-
дикулярный плоскости, проходящей через точки  (1, 0, 0) ,  (0, 1, 0) ,  (0, 0, 1). 
 
12. Найти модуль проекции вектора p  единичной длины, коллинеарного вектору 

kjiа +−= 22 , на вектор )3()72( kikjiq +×+−= . 
 

13. Найти проекцию вектора bap ×= , где kja −= 2 , kjib +−= 3 ,  на вектор 

.2ibaq ++=  
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14. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах p и q , если век-

тор p  перпендикулярен векторам kjia −+= 32 , .32 kjib +−= Вектор 

.3,2 =−= pkiq  
 
15. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах p  и ,q  если p  

составляет с координатными осями равные углы и 3=p ; 
).25()372( jikjiq −×+−=  

 
16. Найти модуль проекции вектора p , перпендикулярного к оси Oz и вектору 

kjia 3158 +−= , имеющего длину =p 51, на вектор ).52()( kjikjq +−×−=  
 
17. Найти модуль проекции вектора p  на вектор pеслиkjiq ,2+−−=  пер-
пендикулярен векторам а , b , которые заданы так: 

.14;52218,223 =−−=++= pkjibkjia  
 
18. Найти модуль проекции вектора p единичной длины, составляющего с осями 
координат равные углы на вектор ).2()2( kikjiq +×+−=  
 
19. Найти площадь треугольника АВС, если AB  – вектор единичной длины, пер-
пендикулярный к плоскости, проходящей через точки (0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1), 
AC – единичный вектор, коллинеарный прямой, проходящей через точки (0, 0, 0) 
и (1, 1, 1). 
 
20. Найти проекцию вектора p , перпендикулярного векторам: ,32 kjia +−=  

kjib 32 +−= и удовлетворяющего условию 10)72( =−+⋅ kjip ;  на вектор 
).32()5( kikjjq −×+−=  

 
21. Найти объем параллелепипеда, построенного на векторах: 

)()(,, babababa −×+−+ , где  .
3

)22(,
2

)( kjibjia ++
=

−
=  
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22. Найти проекцию вектора )542()63( kjikjip −−×−−=  на ось, состав-

ляющую  с осями координат углы 3
2,

3
πβπα ==  и γ – тупой. 

 
23. Найти площадь параллелограмма ABCD , если AB  лежит на прямой, прохо-
дящей через точки (0, 1, 0), (1, 1, 1) и 2=AB , а AD  – вектор, перпендикулярный 

плоскости, проходящей через точки (0, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), и 2=AD . 
 
24. Найти модуль проекции вектора p  на вектор q , если p  коллинеарен вектору 

,15 ,34 =−= pkia  а ).372()23( kjikjiq +−×−+=  

 

25. Найти проекцию вектора p = ba 32 − , где ,5b ,2 jikjia −=++−=  на вектор 

.iba +×  

 

26. Найти объем параллелепипеда ABCDEFLM, если ABCD лежит в плоскости Оxy 

и имеет площадь 3, а вектор AE  коллинеарен прямой, проходящей через точки 

(2, 1, 3), (3, 2, 4) и имеет длину 2. 

 

27. Найти проекцию вектора )()( babap −×+= , где ,53 kjia −+=  

kjib 432 +−=  на ось, составляющую с осями координат углы −α острый, 

.2/,3/ π=γπ=β    

 

28. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах qp  и , если век-

тор p  единичной длины лежит в плоскости Оxz; ,0)43( =−+⋅ kjip  а 

).3()3( kjkjiq −×+−=  
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29. Найти модуль проекции вектора p  единичной длины, коллинеарного прямой, 

проходящей через точки (0, 0, 1), (1, 0, 1), на направление перпендикуляра к плос-

кости, проходящей через  точки (0, 0, 1), (1, 1, 0), (0, 2, 2). 

 

30. Найти площадь треугольника АВС, если AB  коллинеарен вектору 

kjip 52 −−= , ,120=AB  а ).95()432( kjikjiAC −−×+−=  

 

Задача 5. При каком x будут компланарны векторы , , , rqp  если (далее усло-
вие – по вариантам студентов): 
1) p  лежит в плоскости Охz и перпендикулярен оси Оz, q  коллинеарен векто-

ру );()( jijia −×+=   ;MNr =   M (1, 0, 1), N (0, x, 3). 

 

2) ),52()732( kikjip −×+−=  q  перпендикулярен оси Ох и вектору 

;55 kjia +−=  .43 kxjir ++=  

 

3) p  коллинеарен вектору ,ba ×  где ,1172 kjia +−=   ,549 kjib +−=  

),4()4( kjikjiq ++×++=  ;MNr =  M (1, 0, 2), N (3, х, 5). 

 

4) p  лежит плоскости Оxy и перпендикулярен вектору ;3 kjia −+=  ,MNq =  

M  (7, –5, 3), N  (9,  –4, 1), .23 kxjir +−=  

 

5) p  = ,ba +  где ;32 kia −=  ;62 kjb +=  q  составляет с осями координат 

равные углы, а .3 kjxir −+=  
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6) p  составляет с осями координат углы: ,4/π=β=α  

),3()532( kjxikjiq −+×+−=  −r орт вектора .11113 kjia ++=  

 

7) p = ,AB  A (2, –1, 0), B (1, x, 5), ),642()53( kjikjiq −−×++=  r  – вектор, 

составляющий с осями координат углы: ,3/π=α  4/π=β  и −γ тупой. 

 

8) p  коллинеарен вектору ,kxjia −−=  q  лежит в плоскости Оxy и перпенди-

кулярен вектору .3 jxir +=  

 

9) .)523()72( kjikjip +−×+−=  Вектор q  составляет с осями координат рав-

ные углы. Вектор ;MNr =  M (2, 1, –1), N (x, 2, 0). 

 

10) p  коллинеарен прямой, проходящей через точки (0, 0, 1) и (1, 1, 0), q  лежит 

в плоскости Оxу  и составляет с вектором kjia ⋅++= 2  угол ;4/π  

.32 kjixr +−=  

 

11) p  лежит в плоскости Оxy и перпендикулярен вектору ,3 kjia −+=  q  кол-

линеарен вектору ,75 kjib +−=  а .42 kxjir +−=  

 

12) ),3()3( abbap −×+=  где ,32 kjia −+=  ;4 jib +=  q  лежит в плоскости 

Оxz и перпендикулярен вектору ;23 kjic ++=  .3 kjixr ++=  

 

13) p  перпендикулярен векторам kjia 332 +−=  и ,3 jb =  ,32 baq +=  

.2 kjxir −+=  
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14) )2()552( kjikjip −+−×++−= , ,2 baq +=  где ,23 kjia ++−=  

,37 kxjib +−=  r  коллинеарен вектору .8 kjid −−=  

 

15) p  коллинеарен прямой, проходящей через точки (1, 1, 0), (1, 0, 1), q  пер-

пендикулярен векторам kia += 3  и ;jxib +=   .2 jir +=  

 

16) p  удовлетворяет условиям: ,4=⋅ap  ,1=⋅вp  ,5=⋅ cp  где ,3 kjia −+=  
,2 kjiв +−=  ;4 kjic ++=  q  составляет с осями координат равные углы, а 

.23 kjxir ++−=  

 

17) p  коллинеарен вектору ,35 kjia −+=  ,MNq =  M  (–4, 1, 4), N  (6, 0, x); 

r  перпендикулярен оси Оx и вектору .732 kjib ++=  

 

18) ),2()552( kjikjip −+−×++−=   q  перпендикулярен оси Оy и удовлетворя-

ет условиям ,5)3( =++⋅ kjiq   ;1)34( =+−⋅ kjiq    =r ;AB  A (x, 2, 1),  

B (3, 0, –9). 

 

19) p  перпендикулярен векторам  a  и b  kjia ++=, , ,2 kjib +−=   q  лежит в 

плоскости Оxz  и составляет с вектором  kjic ++= 6  угол ;3/π  

.kjxir ++−=  

 

20) ),2()53( kjikjip −+×+−=  q  перпендикулярен векторам  kjia 4+−=   

и ;32 kjb −=   .33 kjixr −+=  
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21) p  лежит в плоскости, проходящей через точки (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), и 

перпендикулярен вектору  ;jia −=  ),2()42( kjkjiq +−×++=  ;MNr =  

M  (2, 2, 0), N  (2, 3, x). 

 

22) ),2()( babap −×−=  где ,32 kjia −−=  ,43 kjib +−=  ;MNq =  

M  (1, 0, 3), N  (x, 2, 4), r  перпендикулярен оси Оx и удовлетворяет условиям: 

,5)3( =++⋅ kjir  .1)43( =++−⋅ kjir  

 

23) p  перпендикулярен оси Оx и вектору ,334 kjia −+=  q  коллинеарен век-

тору ,43 kib −=  а  .2 kjxir ++=  

 

24) p  перпендикулярен  векторам: ,25 kjia −+−=  ;643 kjib +−=  ,MNq =  

M  (1, 3, –3), N  (2, 4, –1), а  .kjixr −+=  

 

25) p   лежит в плоскости Оxz и перпендикулярен вектору ;532 kjic +−=  

),()( babaq −×+=  где ,2 kjia −+=  ,43 kib +−=  .22 kjxir ++=  

 

26) ),922()3144( kjikjip ++−×−+=  q  лежит в плоскости Охy и перпендику-

лярен вектору ;2 kjia −+=  .23 kjixr ++=  

 

27)  p  составляет с осями координат углы: −α острый, ,3/π=β   ;4/π=γ q  

составляет с осями координат равные углы, а .2 kxjir ++=  
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28) ,32 bap +=  где ,2 jkia −+=  ;343 kjib ++−=  q  коллинеарен вектору 

,237 kjic ++−=  а  .kjixr ++=  

 

29) qkxjip ;2 +−=  составляет с осями Ох и Оy  углы в ,4/π  а 

),2()2( babar +×−=  где  ,23 kjia ++=  .32 kjib −+−=  

 

30) p  = MN ¸ где ),4,2,3(M )5,1,8(N ; ),5()6( kxjikjq ++×−+=   r  колли-

неарен вектору .27 kjia −+=  

 
4. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ 

 
1.  Дайте определение вектора. Какие линейные операции возможны над век-
торами? Как они определяются? 
2. Что такое линейно зависимая система векторов? Линейно независимая? 

 
3. Что является базисом на плоскости? Базисом в трёхмерном пространстве? 
4. Что означает «разложить вектор по базису»? 
 
5.  Дайте определение скалярного произведения двух векторов. 
6.  Каковы свойства скалярного произведения? 
 
7. Как оно находится через координаты векторов в декартовом базисе? 
8. Дайте определение проекции вектора на ось. Как она находится? 

 
9. Как можно найти проекцию вектора на направление другого вектора? 
10. Дайте определение векторного произведения. 

 
11. Каковы свойства векторного произведения? 
12. Как оно находится через координаты векторов в декартовом базисе? 

 
13. Дайте определение смешанного произведения. 
14. Каковы его свойства? 

 
15. Как оно находится через координаты векторов в декартовом базисе? 
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5. ПРИМЕРНЫЙ ВАРИАНТ КОНТРОЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ 
   ПО ТЕМЕ «ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ» 

 
1.       Даны точки  М (3; -4; -2)  и  N (2; 5; 2). Найти проекцию вектора MN  на 
ось ℓ, составляющую с осями Ох, Оу углы о60=α , о120=β , а с осью Оz – 
тупой угол γ. 
2. Даны вершины четырехугольника: 
 А (1; -2; 2) ,   В (1; 4; 0) ,   С (-4; 1; 1) и  D (-5; -5; 3) . Доказать, что его диаго-
нали АС и BD взаимно перпендикулярны. 
3. Найти внутренний угол  ∠АВС  треугольника с вершинами:  
 А (-1; -2; 4),  В (-4; -2; 0)  и С (3; -2; 1). 
4. Найти площадь треугольника с вершинами А (2; 1;-3), В (4; 1; 1), 
 С (0; 2; 4). 
5. Найти объём пирамиды АВСD, если: 
 А (0;-2; 5), В (6; 6; 0),  С (2; -1; 3)  и  D (3; -3; 6) . 
 
Ответы: 1. 225−− ;  3. о45 ; 4. 3;  5. 7,5. 
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