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                                                    Теоретические вопросы
1.  Понятие производной.   Таблица основных формул дифференцирования.

Рассмотрим функцию f(x), область определения которой содержит некоторый открытый интервал вокруг точки x0. Тогда функция f(x) является дифференцируемой в точке x0, и ее производная определяется формулой 
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Для производной используются обозначения: 
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       Примечание:
Символами [image: image44.jpg]shu., chu, thu u cthu



обозначаются гиперболические функции: гиперболический синус [image: image45.jpg]


, гиперболический косинус [image: image46.jpg]


, гиперболический тангенс [image: image47.jpg]


и котангенс [image: image48.jpg]


. Определяются они по формулам:
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2. Геометрический смысл производной. Уравнения касательной и нормали к графику функции.

[image: image50.png]


 – тангенс угла наклона касательной.

Уравнение касательной          [image: image51.png]y=yo=yx)x—x,)



. 

Уравнение нормали      [image: image52.png]


. 

Механический смысл производной     Если [image: image53.png]


 – закон движения точки, то [image: image54.png]


 – скорость, [image: image55.png]


 – ускорение.

3. Применение производной в исследовании функций.

     1) Решение неравенства 
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          монотонного возрастания и убывания функции, соответственно. 

          Эти интервалы должны принадлежать области определения 

          функции.

      2) Условие 
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            достигает своего максимума или минимума, если эта точка 

            принадлежит области определения функции 
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4.    Выпуклость, вогнутость и точки перегиба функции.

Вторая производная. Если производная  f ' ( x ) функции  f ( x ) дифференцируема в точке ( x0 ), то её производная называется второй производной функции  f ( x )  в точке ( x0 ), и обозначается  f '' ( x0 ).  

Функция  f ( x ) называется  выпуклой  на интервале ( a, b ), если её график на этом интервале лежит  ниже  касательной, проведенной к кривой  y = f ( x ) в любой точке ( x0 ,  f ( x0 ) ),  x0  из промежутка ( a, b ).

Функция  f ( x ) называется  вогнутой на интервале ( a, b ), если её график на этом интервале лежит  выше  касательной, проведенной к кривой  y = f ( x ) в любой точке ( x0 ,  f ( x0 ) ),  x0 из промежутка ( a, b ).

Достаточное условие вогнутости ( выпуклости ) функции. Пусть функция f ( x ) дважды дифференцируема ( имеет вторую производную ) на интервале ( a, b ), тогда: если  f '' ( x ) > 0 для любого x ( a, b ), то функция  f ( x ) является вогнутой на интервале ( a, b );  если  f '' ( x ) < 0 для любого x ( a, b ), то функция  f ( x ) является выпуклой на интервале ( a, b ) .

Точка, при переходе через которую функция меняет выпуклость на вогнутость или наоборот, называется точкой перегиба. Отсюда следует, что если в точке перегиба  x0  существует вторая производная  f '' ( x0 ), то  f '' ( x0 ) = 0.

5. Пределы функций.
Основные способы вычисления пределов, содержащих неопределенности типа [image: image64.png]


.

Правило 1. [image: image65.png]


В числителе и знаменателе вынести x в максимальной степени, если это возможно. Заметим, что [image: image66.png]tm 2550



, а [image: image67.png]


, где c - любое число.
Правило 2. [image: image68.png]filx) _JO
x‘;'“mm’[ﬁ]ﬁ



Числитель и знаменатель разделить одновременно на [image: image69.png](x-%g)



, если это возможно. Необходимо иметь в виду, что [image: image70.png]o[-0
onfzx



, а [image: image71.png]fil®) _Je]_
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, где c - число, отличное от нуля.
Правило 3. При вычислении пределов от иррациональных выражений, не попадающих в предыдущие правила, следует избавиться от корней, входящих в неопределенность. Возможны следующие способы:
3.1. замена переменной [image: image72.png]


, позволяющая извлечь корни, входящие в неопределенность;

3.2. дополнение до формулы, позволяющей возвести корень в соответствующую ему степень; здесь используются формулы: [image: image73.png](a-b)(a+b)=al-b2



 ; [image: image74.png](atb)(alFab+b2




.

Например, [image: image75.png]Nx +a-Ax+b
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, т.е. умножили и разделили на сопряженное выражение.

Правило 4. При наличии неопределенности в пределе от выражения, содержащего тригонометрические функции, следует выделить в этом выражении первый замечательный предел:
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 .    (1)

Можно использовать следствия этого предела:
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 ;     (2)
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 ;     (3)
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 ;     (4)
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Правило 5. Вычисление предела сложнопоказательной функции. [image: image82.png]Lim () .
s 9] (i 6] =[]

vl 2%



.
Если рассматриваемый предел содержит неопределенность [image: image83.png]


, то он сводится ко второму замечательному пределу:

[image: image84.png]


     (1)

или   [image: image85.png]


.     (2)

Правило 6.  Предел сложной функции:[image: image86.png]Lim (Fo(x) = £(lim o(x))
o oy



.
В частности,[image: image87.png]lim Inf(x) =In(lim f(x))
ey %



 , если[image: image88.png]lim f() >0

)



.

Необходимо помнить свойства логарифмов : [image: image89.png]log A +log B=log (A B)



, [image: image90.png]log,A-log, B




, [image: image91.png]klog A =log A¥,



, [image: image92.png]logyc ={log,c)fllog,b).



. Есть пределы, которыми можно пользоваться как "табличными":
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6. Асимптоты графика функции.

Прямая [image: image97.png]L)



  называется вертикальной асимптотой графика функции [image: image98.png]


, если хотя бы одно из предельных значений [image: image99.png]lim f(x)



или [image: image100.png]lim ()



равно [image: image101.png]+0OC



или [image: image102.png]


.

Замечание. Прямая [image: image103.png]L)



не может быть вертикальной асимптотой, если функция непрерывна в точке [image: image104.png]L)



. Поэтому вертикальные асимптоты следует искать в точках разрыва функции.

Прямая [image: image105.png]Y



называется горизонтальной асимптотой графика функции [image: image106.png]


, если хотя бы одно из предельных значений [image: image107.png]


или [image: image108.png]


равно [image: image109.png]


.

Замечание. График функции может иметь только правую горизонтальную асимптоту или только левую

Прямая [image: image110.png]


называется наклонной асимптотой графика функции [image: image111.png]


, если [image: image112.png]lim [ f(x) — kx —b] =0




7. Исследование функции и построение её графика.
Примерная схема исследования функции с целью построения ее графика имеет следующую структуру:

1. Область определения [image: image113.png]


и область допустимых значений [image: image114.png]


функции.

2. Четность, нечетность функции.

3. Точки пересечения с осями.

4. Асимптоты функции.

5. Экстремумы и интервалы монотонности.

6. Точки перегиба и промежутки выпуклости, вогнутости.
7. Значения функции в промежуточных точках.
8. Нахождение наибольшего и наименьшего значений функции. Задачи прикладного характера.

Алгоритм нахождения наибольшего и наименьшего значений функции y = f (x) на отрезке [a; b].

1) Находим область определения и область дифференцирования функции (входит ли отрезок в эту область определения);

2) Определяем f 
[image: image115.wmf]'

(x);

3) Найдем стационарные точки: f 
[image: image116.wmf]'

(x) = 0;

4) Выясним, какие из стационарных точек принадлежат данному отрезку [a; b];

5) Найдем значения функции в тех стационарных точках, которые входят в отрезок и f (a); f (b);

6) Выберем из полученных значений функции наибольшее и наименьшее:

max f (x) = 




min f (x) = 

[a; b]





[a; b]
9. Контрольные задания
1. Понятие производной. Таблица основных формул дифференцирования.

Найдите  производные  функций:
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1.5. 
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1.15.   y = log3 (4x2).




1.16. y = 4x⋅32x.
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2. Геометрический смысл производной. Уравнения касательной и нормали к графику функции.

2.1.  На ри​сун​ке изоб​ражён гра​фик функ​ции [image: image144.png]


— одной из пер​во​об​раз​ных не​ко​то​рой функ​ции [image: image145.png]


, опре​делённой на ин​тер​ва​ле [image: image146.png]


. Поль​зу​ясь ри​сун​ком, опре​де​ли​те ко​ли​че​ство ре​ше​ний урав​не​ния [image: image147.png]


на от​рез​ке [image: image148.png]—1; 3].
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2.2 .    [image: image150.png]y=f




На ри​сун​ке изоб​ра​жен гра​фик про​из​вод​ной функ​ции [image: image151.png]


, опре​де​лен​ной на ин​тер​ва​ле [image: image152.png]


. В какой точке от​рез​ка [image: image153.png]—7;—2]



[image: image154.png]


при​ни​ма​ет наи​мень​шее зна​че​ние?

2.3.      [image: image155.png]



На ри​сун​ке изоб​ра​жен гра​фик функ​ции y=f(x), опре​де​лен​ной на ин​тер​ва​ле (−5; 7). Най​ди​те сумму точек экс​тре​му​ма функ​ции f(x).

2.4. 
[image: image156.png]of
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На ри​сун​ке изоб​ра​жен гра​фик функ​ции y=f(x). Пря​мая, про​хо​дя​щая через на​ча​ло ко​ор​ди​нат, ка​са​ет​ся гра​фи​ка этой функ​ции в точке с абс​цис​сой 10. Най​ди​те f'(10).

2.5.    [image: image157.png]


На ри​сун​ке изоб​ражён гра​фик функ​ции y=f(x) и ка​са​тель​ная к нему в точке с абс​цис​сой x0. Най​ди​те зна​че​ние про​из​вод​ной функ​ции f(x) в точке x0.
2.6.   Ма​те​ри​аль​ная точка дви​жет​ся пря​мо​ли​ней​но по за​ко​ну [image: image158.png]1
x(t):th—i-t—lO



(где x — рас​сто​я​ние от точки от​сче​та в мет​рах, t — время в се​кун​дах, из​ме​рен​ное с на​ча​ла дви​же​ния). В какой мо​мент вре​ме​ни (в се​кун​дах) ее ско​рость была равна 5 м/с?

2.7.   Пря​мая [image: image159.png]y=06x+06



па​рал​лель​на ка​са​тель​ной к гра​фи​ку функ​ции [image: image160.png]y=x"+Tx—7



. Най​ди​те абс​цис​су точки ка​са​ния.
2.8.  Выясните, является ли прямая у=2х+4 параллельной  для касательной к графику функции у=2х4+х в точке х=1.

2.9.  Определите точку, в которой  касательная к графику функции f(x) =x2+4х-12 параллельна оси абсцисс.

2.10.  Исследуйте,  в  каких точках касательные к графику функции
[image: image161.wmf]2
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 имеют угол наклона к оси ОХ, равный 45(. Напишите уравнения этих касательных.

Составьте уравнение нормали (в вариантах 2.11 – 2.17) или уравнение касательной (в вариантах 2.18 – 2.30) к данной кривой в точке с абсциссой 
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3. Применение производной в исследовании функций.

Исследуйте функции на монотонность   и  экстремумы. 
	3.1. у = х2 -5х -1

3.3.  у = х4 -4х3
3.5.  у = х 3– 12х

3.7. у = - х3 – 3х2 
3.9.  у = 
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3.10.  у = [image: image183.png]-
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3.15.  у = ln х +1/х


	3.2. у =ех – х

3.4.  у = у=х[image: image187.png]
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3.8. у = 2х-lnх
3.9. 
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3.11. у = 3х-cos3х

3.14.  у = х22-х
3.16. у=
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4. Выпуклость, вогнутость и точки перегиба функции.
Исследуйте функции на  выпуклость, вогнутость,  точки перегиба.
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4.11. 
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4.15.  y = (x + 2)6 + 2x + 2                                4.16.   y = (x ( 5)5/3 + 2
4.17.   y = 
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5. Пределы функций.
Вычислите пределы функций:

	5.1. 
[image: image200.wmf]1

2

3

2

4

9

lim

5

4

5

-

-

+

-

¥

®

x

x

x

x

x


5.3. 
[image: image201.wmf]3

2

7

1

5

5

2

+

+

+

¥

®

x

x

x

x

lim


5.5. 
[image: image202.wmf]1

1

2

3

4

5

lim

1

-

-

-

+

®

x

x

x


5.7. 
[image: image203.wmf](

)

2

3

2

5

lim

2

+

+

-

®

x

x

x


5.9. 
[image: image204.wmf]8

128

40

3

lim

2

2

-

+

-

®

x

x

x

x


5.11. 
[image: image205.wmf]2

3

2

1

lim

4

-

-

+

®

x

x

x


5.13. 
[image: image206.wmf]2

0

4

3

cos

1

lim

x

x

x

-

®


5.15. 
[image: image207.wmf]x

x

x

x

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

¥

®

1

1

lim


	5.2.  
[image: image208.wmf]10

7

5

11

2

lim

2

2

2

+

-

+

-

®

x

x

x

x

x


5.4. 
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6. Асимптоты графика функции.

Найдите   асимптоты графика функции:
	6.1. [image: image216.png]
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7. Исследование функции и построение её графика.
Исследуйте  функции и постройте их графики:
	7.1. [image: image228.png]
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8. Нахождение наибольшего и наименьшего значений функции. Задачи прикладного характера.

Исследуйте функции на  наибольшее и наименьшее значения.
	8.1. у = х3- 3х  на [0;3]

8.3.  у = 3х –х3  на [-3;0]

8.5.  у = х -1/3х3  на [-2;0]

8.7.  у = 1/3х3 – 4х  на [0;3]

8.9. 
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	8.2. у =2х2 +3х2 +2  на [-2;1]

8.4.  у =2х3 -9х2 -3  на [-1;4]
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8.8. у=2sinx+sin2х ; [0; 
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Решите задачи:
8.21.   Марк решил сделать своей маме подарок и заказал другу юности Денису шкатулку из драгоценного металла. В мастерскую он принес кусок листа из этого металла размером 80 Х 50 см. Требуется изготовить открытую сверху коробку наибольшей вместимости, вырезая по углам квадраты и загибая оставшиеся кромки.

8.22.  Требуется огородить прямоугольный участок земли площадью 294 м² и разделить этот земельный участок забором на 2 равные части. При каких линейных размерах участка длина всего забора окажется минимальной? (14 м, 21 м).

8.23.  Из куска железа в форме прямоугольного треугольника с катетами 2 м и 4м необходимо вырезать прямоугольник наибольшей площади со сторонами, параллельными катетам треугольника.

8.24.   Разрежьте отрезок длиной 18 см на две части так, чтобы приняв их за катеты, получить прямоугольный треугольник с наименьшей гипотенузой.

8.25.   Окно имеет форму прямоугольника, периметр которого равен 8 м. Каковы должны быть размеры окна, чтобы оно пропускало наибольшее количество света?

8.26.  Какова наибольшая площадь прямоугольного участка земли, который можно огородить куском проволоки длиной 2p?

8.27.  Из круглого бревна, толщина которого d см., следует вырезать балку прямоугольного сечения. Прочность балки пропорциональна ab2 (a, b – измерения сечения балки в см.). При каких значениях а и b прочность балки будет наибольшей?

8.28.  На странице текст должен занимать 384 см2. Верхнее и нижнее поля должны быть по 3 см, левое и правое – по 2 см. Если принимать во внимание только экономию бумаги, то каковы должны быть наиболее выгодные размеры страницы?

8.29. Каких размеров должен быть ящик, чтобы при заданной площади поверхности S, его объем был наибольшим?

8.30. Прямоугольный   участок  земли, примыкающий  к  стене  заводского здания, нужно оградить забором. Часть забора, параллельная стене, должна быть каменной, а остальная часть деревянной.  Площадь участка 90см. Стоимость 1м каменного забора 10руб, а деревянного 8руб. Найдите такие размеры участка, чтобы стоимость всей ограды была наименьшей?
8.31.   На изготовление ящика с крышкой расходуется  108 дм 2  фанеры.  Стороны  основания относятся как 1: 2. Найдите линейные размеры ящика, при которых его объем наибольший.

8.32.  Число 5 представили как сумму двух положительных чисел, причем, сделали это так, чтобы после умножения первого и второго слагаемых и возведения полученного произведения в четвертую степень, итоговый результат был наибольшим. Найти произведение этих слагаемых.
8.33.    Число 147 представили в виде суммы двух положительных слагаемых, причем это было сделано таким образом, чтобы при умножении одного из них на квадратный корень другого результат был наибольшим. Найти наименьшее слагаемое.
8.34.      Меньшее основание равнобедренной трапеции, а так же ее боковая сторона равны 4. Найти, при какой длине большего основания площадь трапеции окажется наибольшей.
8.35.   В правильной четырехугольной пирамиде боковая грань имеет постоянную заданную площадь и имеет наклон к плоскости основания равный α. Определить, при каком значении угла α объем пирамиды является наибольшим. В ответ записать значение выражения (tgα)/4.
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