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ВВЕДЕНИЕ

Математика является не только мощным средством решения прикладных задач и универсальным языком науки, но также и элементом общей культуры. Поэтому математическое образование следует рассматривать как важнейшую составляющую фундаментальной подготовки специалистов.

Практическая подготовка учащихся по предмету обеспечивается систематическим решением задач. Начальные навыки решения задач учащиеся должны получить на занятиях, а их развитие и закрепление подтвердить в домашних заданиях, непременными компонентами которых должны быть расчетные и качественные задачи.

Решение задач по математике на занятиях и выполнение домашних заданий предоставляет большие возможности для применения вычислительной техники индивидуального пользования. Контроль усвоения знаний, умений и навыков по изученному предмету имеет цель мотивировать регулярную и целенаправленную работу учащихся, их внимательность, сосредоточенность при выполнении практических заданий. Регулярность работы учащихся зависит главным образом от частоты и регулярности контроля, от этого зависит и длительность сохранения в памяти учащихся усвоенных знаний. При регулярном контроле создаются наилучшие условия для приобретения умений и навыков, развития мышления учащихся. Учащийся, привыкнув к регулярному контролю, работает постоянно. В математике регулярный контроль необходим еще и потому, что, изучая математику в техникуме, учащиеся приобретают теоретические знания и практические навыки, необходимые для технических расчетов, без чего немыслимо изучение общетехнических и специальных технических дисциплин. 
В пособие включены методические рекомендации по подготовке и решению практических работ по дисциплине ЕН.01. «Математика», а также сами практические работы. Методические указания предусматривают возможность выполнения практических работ с необходимым теоретическим материалом для их выполнения. Все задания соответствуют рабочим программам дисциплин ЕН.01. «Математика», разработанным на основе Программы подготовки специалистов среднего звена (далее ППССЗ) Федерального государственного образовательного стандарта (далее – ФГОС) по специальности среднего профессионального образования (далее – СПО): 26.02.05 «Эксплуатация судовых энергетических установок» (базовой подготовки).
Пособие предназначено для преподавателей математики ССУЗов и для обучающихся.

1. ПЕРЕЧЕНЬ ПРАКТИЧЕСКИХ РАБОТ ПО ДИСЦИПЛИНЕ
ЕН.01. «МАТЕМАТИКА»:
	26.02.05 «Эксплуатация судовых энергетических установок» (базовой подготовки)

	№

работы
	№ темы
	Название практической работы
	Кол-во часов

	Раздел 1. Математический анализ

	1
	1.1
	Дифференциальное и интегральное исчисление
I часть: Вычисление пределов функций

II часть: Вычисление производных. Применение производной при решении задач. Вычисление дифференциала функции и его применение в приближённых вычислениях. Частные производные.

III часть: Вычисление неопределённого интеграла. Вычисление определённого интеграла. Применение определённого интеграла к решению геометрических и физических задач.
	3

	2
	1.2
	Основные численные методы
Приближённое вычисление определённых интегралов по формулам прямоугольников, трапеций, Симпсона.
	1

	3
	1.3
	Обыкновенные дифференциальные уравнения
I часть: Решение дифференциальных уравнений с разделяющимися переменными. Решение линейных дифференциальных уравнений первого порядка.

II часть: Решение однородных дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами.
	2

	4
	1.4
	Ряды
I часть: Числовые ряды. Исследование на сходимость рядов с положительными членами. Исследование на сходимость знакопеременных рядов.
II часть: Степенные ряды. Разложение функций в ряд Маклорена. Ряды Фурье.
	2

	Раздел 2. Основы теории вероятностей и математической статистики

	5
	2.1
	Основы теории вероятностей и математической статистики
Решение простейших задач с помощью классического определения вероятностей.
	2

	ИТОГО (часов)
	10


2. ПРАКТИЧЕСКИЕ РАБОТЫ
2.1 Практическая работа № 1

Дифференциальное и интегральное исчисление
І. Вычисление пределов функций

1. Теоремы о пределах функций
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2. Способы вычисления пределов функций

1) Непосредственная подстановка предельного значения переменной.
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 раскрывается так: надо числитель и знаменатель разложить на множители и сократить на бесконечно – малую величину.
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 раскрывается так: надо каждое слагаемое числителя и знаменателя разделить на наибольшую степень знаменателя.

8) Пределы иррациональных выражений, при условии, что получается неопределённость 
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, раскрываются так: надо числитель и знаменатель домножить на выражение, сопряженное знаменателю, если иррациональность содержится в знаменателе, или числителю, если иррациональность содержится в числителе.
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10) С помощью формулы II замечательного предела:
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 = е; где е – экспонента, е ≈ 2,72.
3. Разобрать решение примеров на вычисление пределов функций:
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4. Вычислить пределы функций:

I вариант
II вариант
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5. Ответы:

I вариант






 II вариант
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II. Вычисление производных. Применение производной при решении задач, Вычисление дифференциала функции и его применение в приближенных вычислениях. Частные производные.
1. Основные правила и формулы
1) Определение: Производной функции y = f (x) в точке х0 называется предел отношения приращения функции к приращению аргумента, когда последнее стремится к 0: 

y'(x)=
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2) Основные правила дифференцирования:

1. (u ± 
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3) Таблица производных:
	№ п/п
	х - аргумент
	u = 
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 - сложная функция

	1.
	с' = 0, где с = соnst
	

	2.
	x' = 1
	

	3.
	(xn)' = nxn-1
	(un)' = nun-1 ·u'

	4.
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	6.
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	9.
	(ax)' = ax·ln a
	(au)' = au·ln a·u'

	10.
	(ex)' = ex
	(eu)' = eu·u'

	11.
	(sin x)' = cos x
	(sin u)' = cos u u'

	12.
	(cos x)' = - sin x
	(cos u)' = - sin u u' 
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2. Найти производные функций:
	I вариант

1. f(x) = 
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2. f(x) = (х2 – 2) 
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3. f(z) = 
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4. f(x) =е2х. lnx2;
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6. f(x) = 3ln
[image: image260.wmf]x

сos

2

;

Найти f '(
[image: image261.wmf]8

p

)

7. f(x) =arсcos√x;
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	II вариант

1.f(x)=
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2. f(x) = (х2 +3) 
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5. f(x) = ln tg2 2x;

Найти f '(
[image: image268.wmf]8

p

)

6. f(x) = 2ln
[image: image269.wmf]x

2

sin

;

Найти f ' (
[image: image270.wmf]8

p

)

7. f(x) =arctg e-x;

Найти f ' (0).

8. f(x) = sin2x ( 1+cos2x);

Найти f '(
[image: image271.wmf]4

p

)


Ответы:






1. 15







1. -3

2. 
[image: image272.wmf]2

3

9








2. 7√2

3. 
[image: image273.wmf]3

1









3. 
[image: image274.wmf]2

1


4. 2е2







4. 2√е

5. 0







5. 8

6. -3







6. 2

7. -1







7. -
[image: image275.wmf]2

1


8. 2√2






8. -2
3. Физический и геометрический смысл производной
1) Определение: Производная от первой производной называется второй производной:

y''(x)= (y'(x)) '

Обозначения второй производной: y''(x); f ''(x); 
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2) Физический (механический) смысл производной:

1) υ (t) = s /(t);
2) a (t) = υ/ (t);
3) a (t)  = s ''(t)

3) Геометрический смысл производной:
k = tgα = f/ (xo)- угловой коэффициент касательной.
 y = f(x0) + f '(x0)·(x – x0) – уравнение касательной.
4. Решить задачи:

1) Точка движется по закону s(t) = 2t3 + 3t2 - 2t -9. Найти ускорение точки в конце второй секунды.

2) Точка движется прямолинейно по закону s(t) = t3 - 6t2 - 12t + 3. В какой момент времени ускорение движения точки будет равно 24 м/с2?
3) Тело массой 3 кг движется прямолинейно по закону s(t) = -
[image: image278.wmf]6

1

t3 + t2 + 4t. Найти силу, действующую на тело в момент времени t=1c.

4) Материальная точка движется прямолинейно по закону s(t) = -
[image: image279.wmf]6

1

t3 + 
[image: image280.wmf]2

7

t2 - t.

Найти момент времени, когда ускорение точки равно 2 м/с2.

5) Найти уравнение касательной к параболе y = 2x2 + 1 в точке с абсциссой х0=1.

6) Найти угловой коэффициент касательной к графику функции f(x)= 
[image: image281.wmf]3

1

х3 - 2х - 17

В точке с абсциссой х0=3.

7) Составить уравнение касательной к графику функции у = 2х3-3х2+ 4х -5 +
[image: image282.wmf]2

4

х


В точке с абсциссой х0 = 2.

8) В точке с абсциссой х0 = -2 проведена касательная к графику функции 

у = х3-5х2+ 2х - 3 +
[image: image283.wmf]1

2

+

х

. Найти абсциссу точки касательной, ордината которой равна -5.

9) Точка движется прямолинейно по закону s = sin2 t. Найти момент времени t, когда её ускорение равно 1.

10) Найти вторые производные функций: а) у = cos x; б) у = tg x; в) у = ln cos x;

г) у = ln tg x; д) s = еcos t; е) s =е-sin t
11)Материальная точка массы m движется по закону s = - sin 3t. Найти силу F, под действием которой точка совершает это движение в момент t =
[image: image284.wmf]6

p

.

5. Нахождение дифференциала функций. 

Вычисление с помощью дифференциала значений функций.
[image: image1.png]


1)Дифференциалом функции  у = f (x) (или дифференциалом первого порядка) называется произведение производной этой функции на дифференциал аргумента:

2) Дифференциал второго порядка равен произведению второй производной функции на квадрат дифференциала аргумента:
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3) Абсолютная погрешность: 
Относительная погрешность:
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4) Вычисление приближенного числового значения функции:


f (x + ∆x) ≈ f (x) + f '(x) ∆x.

5) Формулы для приближенных вычислений:

а) (х + ∆x)n ≈  xn + n   xn-1 · ∆x 

б) 
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6. Решить задачи:
	I вариант

1) Вычислить дифференциал функции 

у = ln cos2x при х =
[image: image291.wmf]4

p

 и dx = 0,01.

2)Вычислить относительную погрешность функции V = 
[image: image292.wmf]3

4

πR3  при R= 300 и dR = 0,3.

3) Найти приближённое значение приращения функции у = х3 – х2 при х=2 и ∆x = 0,01.

4) Найти приближённое значение функции

 f (x) = x3 – x2 + x – 3 при х = 3,03.

5) Вычислить приближенное значение величины 
[image: image293.wmf]998

,

0

1

.
	II вариант

1) Вычислить дифференциал функции 

у = ln tg2x при х = 
[image: image294.wmf]8

p

 и dx = 0,03.

2) Вычислить относительную погрешность функции у = х3 при х = 750 и dx = 0,5.

3) Найти приближённое значение приращения функции у = 2
[image: image295.wmf]х

 + 4 при х =25 и ∆x = 0,01.

4) Найти приближённое значение функции 
f (x) = 3x3 – x2 + 5x – 1 при х = 3,02.

5)Вычислить приближенное значение величины(1,02)7.


7. Частные производные

Определение 1: Частной производной функции z= z(х;у) по аргументу х называется производная этой функции по х при постоянном у. Обозначения: zх'; 
[image: image296.wmf]дx

дz

.

Определение 2: Частной производной функции z = z(х;у) по аргументу у называется производная этой функции по у при постоянном х. Обозначения: zy/;
[image: image297.wmf]дy

дz


Определение 3: Частная производная функции нескольких переменных по одному из аргументов определяется как  производная этой функции по соответствующему аргументу, при условии, что остальные переменные считаются постоянными.

Определение 4: Полный дифференциал функции z= z (х;у) вычисляется по формуле:

dz = 
[image: image298.wmf]дx

дz
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 dу (1)

Аналогично: du = 
[image: image300.wmf]дx
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dx + 
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dz (2),

где u =u(x; у; z)

Пример 1: Найти частные производные следующих функций:

1)z = х3 – 3х2у + 2у3

Решение:


[image: image303.wmf]дx

дz

= 3х2- 6 ху; 
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 = -3х2 + 6 у2

2) z=arcsin 
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Решение: 
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3) u=zxy
[image: image318.wmf]2


Решение: 
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Пример 2: Для функции z(x;y) = x2 + xy – y2 найти полный дифференциал.

Решение:

dz = 
[image: image328.wmf]дx

дz

dy + 
[image: image329.wmf]дy

дz

dy = (2x + y) dx + ( x – 2y) dy.

8. Найти частные производные функций:

а) z = 5х3 у2 – х

б) z = х + 2у2 – еx
в) z = ln(x2 + 2y3)

г) z = (1+x2)y
д) z = x3y2- 2xy3

е) z =(5x2y -  y4 +3)2

ж) z =xy + ln x. Найти частные производные в точке М(1;2).

и) u= ex + y2 + z2. Найти
[image: image330.wmf]дх

дu

 в точке М (1;0;2)

2) найти полный дифференциал функций:

а) z = ln (x + y2)
б) u=xyz
III Вычисление неопределённого интеграла. Вычисление определенного интеграла. Применение определенного интеграла к решению геометрических и физических задач.
1. Основные определения

Определение 1: Функция F(x) называется первообразной для функции f(x) в [a;b], если в любой точке этого отрезка её производная равна f(x):





F'(x)=f(x)

Определение 2: Отыскание первообразной функции F(x) по заданной её производной f(x) называется интегрированием.

Определение 3: Множество первообразных для функции f(x) называется неопределенным интегралом:
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2. Основные свойства неопределённого интеграла:

1) Неопределенный интеграл от дифференциала функции равен этой функции плюс произвольная постоянная:
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2) Дифференциал неопределённого интеграла равен подынтегральному выражению, а производная неопределённого интеграла равна подынтегральной функции:
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3) Неопределенный интеграл алгебраической суммы функций равен алгебраической сумме неопределённых интегралов этих функций:
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4) Постоянный множитель подынтегрального выражения можно выносить за знак неопределённого интеграла:
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5) Если 
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 и u  = φ(х) – любая известная функция, имеющая непрерывную производную, то 
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3. Таблица интегралов
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4. Основные методы интегрирования

1) Непосредственное интегрирование заключается в преобразовании данного интеграла к табличному путём преобразований подынтегрального выражения и применения основных свойств неопределённого интеграла.

2) Метод замены переменной (или метод подстановки):
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После интегрирования правой части равенства следует возвратиться к старой переменной х.

3) Метод интегрирования по частям: 
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5. Вычислить неопределенные интегралы:
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6. Вычислить неопределенные интегралы:
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22) 
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7. Решение задач с применением неопределённого интеграла
Решить задачи: 

1) Найти функцию, производная которой y' = 4x3 - 2x + 3.

2) Найти функцию, производная которой y' = 3ех + 2х, если при х=0 эта функция принимает значение, равное 8.

3) Найти уравнение кривой, если угловой коэффициент касательной в каждой её точке равен х + 2.

4) Найти уравнение кривой, проходящей через точку М(1;4), если угловой коэффициент к кривой в каждой её точке равен 3х2 – 2х.

5) Скорость прямолинейно движущейся точки задана уравнением υ = 2t – 3. Найти закон движения точки, если к моменту начала отсчёта она прошла путь 6 м.

6) Скорость прямолинейного движения точки задана формулой υ = 2cos t. Найти закон движения, если в момент времени t =
[image: image401.wmf]6

p

 точка находилась на расстоянии S= 4 м от начала отсчёта.

7) Точка движения прямолинейно с ускорением а = 12t2 + 6t. Найти закон движения точки, если в t =1 с её скорость υ =8 м/с, а путь S= 6 м.

8. Свойства определенного интеграла:

1) Постоянный множитель можно выносить за знак определенного интеграла:
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2) Определенный интеграл от алгебраической суммы двух или нескольких функций равен алгебраической сумме определенных интегралов этих функций:
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 EMBED Equation.3 [image: image405.wmf]±
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3) Отрезок интегрирования можно разбивать на части:
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4) Определенный интеграл с одинаковыми пределами интегрирования равен 0: 
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5) При перестановке пределов интегрирования определенный интеграл меняет знак на противоположный:
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9. Формула Ньютона – Лейбница для вычисления определенного интеграла:
Определенный интеграл равен разности значений первообразной при верхнем и нижнем пределах интегрирования:

[image: image1250.wmf]m)!

-

(n

!

n

[image: image1251.wmf]m

n


Пример 1: Вычислить определенный интеграл:
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 EMBED Equation.3 
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10. Метод замены переменной (метод подстановки) в определенном интеграле:
Если у = f(x) непрерывна на отрезке 
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]

b

a

;

, х = φ(t), имеет непрерывную производную на отрезке 
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Пример 2: Вычислить определенный интеграл:
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11. Метод интегрирования по частям в определенном интеграле:

Если функции u(x)  и  υ(x)  имеют непрерывные функции производных на отрезке 
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Пример 3 : Вычислить определенный интеграл:
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12. Вычислить определенные интегралы:
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13. Вычисление площадей фигур с помощью определенного интеграла

1) Если функция у = f(x) непрерывна и неотрицательна f(x) ≥ 0 на отрезке [а; Ь], то по геометрическому смыслу определенного интеграла площадь криволинейной трапеции (рис. 1), ограниченной графиком этой функции, прямыми x=a, x=b и осью Ох, равна

рис. 1
2) Если функция у = f(x) непрерывная и неположительная на отрезке [а; b], то площадь фигуры (рис. 2), ограниченной графиком функции у = f(x), прямыми  х = а, х = b и осью Ох, равна: 


рис. 2
3) Пусть у = f(x) - непрерывная функция на отрезке [а; b] и ее график пересекает отрезок [а; b] оси Ох конечное число раз. Тогда отрезок [а; b] разбивают на интервалы, на каждом из которых функция принимает только положительные или только отрицательные значения, и на каждом таком промежутке находят площадь фигуры, используя соответствующую формулу.


рис. 3
4) Площадь фигуры (рис. 4), ограниченной прямыми х = а, х = b и непрерывными кривыми y=[image: image464.png]


(x) и у = [image: image466.png]


(х) такими, что f2(x) ≥  (х) на отрезке [а; b], вычисляется по формуле:



рис.4

Пример. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями:

у = -2х2 + 6 и у = 2 - 2х.
Решение. График функции у = -2х2 + 6 есть парабола, ветви которой направлены вниз и вершина расположена в точке с координатами х0 = 0, 6. График функции у = 2 - 2х есть прямая (рис. 5).


рис.5

Найдем абсциссы точек пересечения прямой у = 4 - 2х с параболой 
у = -2х2 + 8. Для этого решим уравнение
2 - 2x = -2[image: image470.png]


+ 6 
[image: image472.png]


 2[image: image474.png]


 - 2x – 4 = 0 [image: image476.png]


 
[image: image478.png]


 - x – 2 = 0 [image: image480.png]


 [image: image482.png]



Так как на отрезке [-1; 2] парабола расположена выше прямой (рис. 2), то искомая площадь равна:

 QUOTE [image: image483.png]2

5= [F((~207+6) = (2— 20))dx = [7,(~207 + 20 + dx = (72*’:l+ 2*’7‘+ 4)




 
[image: image484.png]2

5= [F((~207+6) = (2— 20))dx = [7,(~207 + 20 + dx = (72*’:l+ 2*’7‘+ 4)





=[image: image486.png]2
(-3xf+xt+ar)  =(-2e2i 2t san2) o (mie(-P+ ()P +4x(-D) =




Ответ: S = 9

14. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями:
1) 
x – y + 3 = 0



x + y – 1 = 0



y = 0

2) 
y = [image: image488.png]




y = 0


x=0


x=3

3) 
y = - [image: image490.png]




y = 0

4) 
y = 2x

y = 0


x = -3

ответ :
1) 4 кв.ед



2) 9 кв.ед



3) 36 кв.ед



4) 9 кв.ед
15. Вычисление объемов тел вращения с помощью определенного интеграла
1) Объём фигуры, образованной в результате вращения вокруг оси 
[image: image491.wmf]х

О

 криволинейной трапеции, ограниченной непрерывной кривой у = f(x) 

(где а ≤ х ≤ в), осью 
[image: image492.wmf]х

О

и прямыми х = а и х = в (рис. 1), вычисляется по формуле:

                       V = 
[image: image493.wmf]dx

y

b

a

ò

2

p







рис. 1

2) Объём фигуры, образованной вращением вокруг оси
[image: image494.wmf]Оу

криволинейной трапеции, ограниченной непрерывной кривой х = 
[image: image495.wmf](

)

у

j

 (где с ≤ у ≤ d), осью
[image: image496.wmf]Оу

и прямыми у = с и у = d, находится по формуле:
V
[image: image497.wmf]dy

x

d

c

ò

=

2

p


16. Решить задачи: 
Вычислить объёмы фигур, образованных вращением площадей, ограниченных линиями (вращение вокруг оси 
[image: image498.wmf]х

О

):

1) у
[image: image499.wmf]2

= х;




2) х + 2у – 4 = 0

у = 0;





у = 0

х=1;

х=2

Ответы:

1) 1,5π кубических единиц.
2) 
[image: image500.wmf]3

16

p

кубических единиц.
17. Вычисление пути, работы, давления с помощью определенного интеграла

1) Вычисление пути

Путь, пройденный точкой при неравномерном движении по прямой с переменной скоростью υ(t) за промежуток времени от t
[image: image501.wmf]1

 до t
[image: image502.wmf]2

, вычисляется по формуле:


Задача 1: Скорость движения точки изменяется по закону υ =3t
[image: image503.wmf]2

+ 2t + 1(м/с).

Найти путь, пройденный точкой за 10с от начала движения.

Решение:

           10

S = 
[image: image504.wmf]ò

10

0

(3t
[image: image505.wmf]2

+ 2t + 1) dt = (t
[image: image506.wmf]3

+t
[image: image507.wmf]2

+t)
 = 10
[image: image508.wmf]3

 + 10
[image: image509.wmf]2

+ 10 = 1110 (м)

                                                     0

Ответ: S = 1110(м)
Задача 2: Скорость движения точки υ = 9t
[image: image510.wmf]2

- 8t (м/с). Найти путь, пройденный точкой за 4-ую секунду.

Решение:                               4
S = 
[image: image511.wmf]ò

4

3

(9t
[image: image512.wmf]2

- 8t) dt = (3t
[image: image513.wmf]3

- 4t
[image: image514.wmf]2

)  = 83 (м)
                                                3

Ответ: S = 83(м)
Задача 3: Скорость движения точки υ = 12t - 3t
[image: image515.wmf]2

 (м/с). Найти путь, пройденный точкой от начала движения до её остановки.

Решение:
12t - 3t
[image: image516.wmf]2

= 0

3t (4 – t) = 0

t
[image: image517.wmf]1

  = 0; t
[image: image518.wmf]2

 = 4.                              4

S = 
[image: image519.wmf]ò

4

0

(12t- 3t
[image: image520.wmf]2

) dt = (6t
[image: image521.wmf]2

-  t
[image: image522.wmf]3

)  
   =  32 (м)

                                                     0

Ответ: S = 32(м)
Задача 4: Два тела начали двигаться одновременно из одной точки в одном направлении по прямой. Первое тело движется со скоростью υ = 6t
[image: image523.wmf]2

+ 2t (м/с), второе – со скоростью  υ = 4t +5 (м/с). На каком расстоянии друг от друга они окажутся через 5 с?

Решение:                                 5

S
[image: image524.wmf]1

 = 
[image: image525.wmf]ò

5

0

 (6t
[image: image526.wmf]2

 + 2t) dt = (2t3+ t
[image: image527.wmf]2

)   = 275 (м)

                                                  0

                                                5

S
[image: image528.wmf]2

 = 
[image: image529.wmf]ò

5

0

 (4t + 5 ) dt = (2t
[image: image530.wmf]2

+ 5t) = 75 (м)




                 0


[image: image531.wmf]D

S = S1 - S
[image: image532.wmf]2

= 275 -75 = 200 (м)

Ответ: 
[image: image533.wmf]D

S =200(м)
Задача 5: Два тела движутся по прямой из одной и той же точки. Первое тело движется со скоростью υ1 = (3t
[image: image534.wmf]2

- 6t)(м/с), второе – со скоростью 

υ2 =(10t + 20)(м/с). В какой момент, и на каком расстоянии от начальной точки произойдёт их встреча? 

Решение:
S1 =
[image: image535.wmf]ò

2

3

(

t

-6t) dt = t
[image: image536.wmf]3

- 3t
[image: image537.wmf]2


S
[image: image538.wmf]2

 = 
[image: image539.wmf]ò

10

(

t + 20) dt = 5t
[image: image540.wmf]2

+ 20t

t
[image: image541.wmf]3

- 3t
[image: image542.wmf]2

= 5 t
[image: image543.wmf]2

+ 20t

t
[image: image544.wmf]3

- 8t
[image: image545.wmf]2

- 20t = 0

t
[image: image546.wmf]1

 = 0; t
[image: image547.wmf]2

= -2; t
[image: image548.wmf]3

= 10

Ответ: t= 10(с)
2). Вычисление работы силы
Работа, произведенная переменной силой F(x) при перемещении по оси Ох материальной точки от х = а до х = b, находится по формуле:

При решении задач на вычисление работы силы часто используется закон Гука: 




где, F- сила (Н); х – абсолютное удлинение пружины (м).

Задача 6: Сжатие х винтовой пружины, пропорционально приложенной силе F. Вычислить работу силы F при сжатии пружины на 0,04 м, если для сжатия её на 0,01 м нужна сила 10 Н.

Решение: 
F = k x;
[image: image549.wmf]Þ

 10 = k 
[image: image550.wmf]×

0,01; 
[image: image551.wmf]Þ

к = 1000 H/м; F= 1000x; a = 0; b = 0,04;

А = 
[image: image552.wmf]ò

b

a

F(x)dx;                 0,04

А= 
[image: image553.wmf]ò

04

,

0

0

1000 x dx = 500 x
[image: image554.wmf]2

  = 0,8 (Дж)

                                           0

Ответ:  А = 0,8 Дж
Задача 7: Пружина в спокойном состоянии имеет длину 0,2 м. Сила в 50Н растягивает пружину на 0,01 м. Какую работу надо совершить, чтобы растянуть её от 0,22 до 0,32 м?

Решение:

F =k·x 
[image: image555.wmf]Þ

50 = 0,01к; 
[image: image556.wmf]Þ

 k =5000Н/м

а = 0,22 – 0,2 = 0,02 (м); b =0,32 – 0,2 – 0,12 (м)

                                                                         0,12


А = 
[image: image557.wmf]ò

b

a

F(x)dx;   
[image: image558.wmf]Þ

 А = 
[image: image559.wmf]ò

12

,

0

02

,

0

 5000 x dx = 5000 
[image: image560.wmf]2

2

х

 =2500(0,0144 - 0,0004) =








0,02

= 2500  ·0,014 = 35 (Дж)
Ответ: А = 35 (Дж).
Задача 8: При сжатии пружины на 0,05 м затрачивается работа 25 Дж. Какую работу необходимо совершить, чтобы сжать пружину на 0,1 м?

Решение:                                          0,05

А= 
[image: image561.wmf]ò

b

a

F(x)dx;   
[image: image562.wmf]Þ

25 =
[image: image563.wmf]ò

05

,

0

0

k x dx = k·
[image: image564.wmf]2

2

х

 = 0,00125 k; А = 0,00125k;

                                                             0


[image: image565.wmf]Þ

k = 
[image: image566.wmf]00125

,

0

25

= 20000 (Н/м);

                                               0,1

А= 
[image: image567.wmf]ò

1

,

0

0

20000 x dx = 20000 
[image: image568.wmf]2

2

х

  = 20000 · 
[image: image569.wmf]2

01

,

0

 = 100Дж.

                                                0

Ответ: А = 100 (Дж).
Задача 9: Для сжатия пружины на 0,04 м необходимо совершить работу 20 Дж. На какую длину можно растянуть пружину, совершив работу 80 Дж?

Решение:                                             0,04
А= 
[image: image570.wmf]ò

b

a

F(x)dx;   
[image: image571.wmf]Þ

20 = 
[image: image572.wmf]ò

04

,

0

0

 k x dx = k·
[image: image573.wmf]2

2

х

  = 0,0008 к;

                                                                0

20 = 0,0008 к; 
[image: image574.wmf]Þ

 k= 
[image: image575.wmf]0008

,

0

20

 = 25000 (Н/м)

                                                b
80 = 
[image: image576.wmf]ò

b

0

 25000xdx = 25000 
[image: image577.wmf]2

2

х

 = 12500 b
[image: image578.wmf]2

;

                                                0

80 = 12500 b
[image: image579.wmf]2

; 
[image: image580.wmf]Þ

 b
[image: image581.wmf]2

 = 
[image: image582.wmf]12500

80

= 
[image: image583.wmf]2500

16

; 
[image: image584.wmf]Þ

 b = 
[image: image585.wmf]50

4

= 0,08(м).

Ответ: b = 0,08(м).
3). Вычисление силы давления жидкости с помощью определенного интеграла

Значение силы Р жидкости на горизонтальную площадку вычисляется по 
формуле:
где Р – сила давления жидкости (Н);


[image: image586.wmf]r

 – плотность жидкости (кг/м
[image: image587.wmf]3

);

S – площадь площадки (м2);

х – глубина погружения площадки (м).
Задача 10: Вычислить силу давления воды на вертикальный прямоугольный шлюз с основанием 20 м и высотой 5 м (уровень воды совпадает с верхним срезом шлюза).

Решение: 






              




На глубине х выделим горизонтальную полоску шириной dx =
[image: image588.wmf]х

D

. Тогда:

[image: image589.wmf]Р

D

= 9,807 
[image: image590.wmf]r

х·
[image: image591.wmf]S

D

=9,807·1000·20·
[image: image592.wmf]х

D

·x=
= 9807·20·
[image: image593.wmf]х

D

·x, но dР
[image: image594.wmf]»



 EMBED Equation.3  [image: image595.wmf]Р

D

, тогда dР = 9807 · 20 хdx.
Проинтегрируем последнее равенство:


[image: image596.wmf]ò

 dР = 9807 · 20
[image: image597.wmf]ò

5

0

xdx
                         5

Р = 9807·10 х
[image: image598.wmf]2

  = 2,45 (МН).

                         0
Ι8. Решить задачи:
	Ι ВАРИАНТ

1)Скорость движения точки 

υ =3t
[image: image599.wmf]2

-2t - 3(м/с). Найти путь, пройденный точкой за 2-ую секунду.

2) Вычислить работу, произведенную при сжатии пружины на 0,06 м, если для сжатия её на 0,01 м нужна сила 10 Н.

3) Вычислить работу, произведенную при сжатии пружины на 0,04 м, если для сжатия её на 0,02 м была затрачена работа 20 Дж.

4) Вычислить силу давления воды на вертикальную площадку, имеющую форму треугольника с основанием 5 м и высотой 3 м. Уровень воды совпадает с вершиной треугольника.

5) Два тела начали двигаться одновременно из одной точки в одном направлении по прямой. Первое тело движется со скоростью υ =3t
[image: image600.wmf]2

м/с, второе – со скоростью 

υ=(6t
[image: image601.wmf]2

+10) (м/с). На каком расстоянии друг от друга они окажутся через 10 с?

Ответ:
1) 1м;

2) 1,8 Дж;

3) 160 Дж;

4) 147105 Н;
5)  5)1100 м.
	ΙΙ ВАРИАНТ.

1)Скорость движения точки 

υ =36t - 12 t
[image: image602.wmf]2

 (м/с). Найти путь, пройденный точкой от начала движения до её остановки.
2) Вычислить работу, произведенную при растяжении пружины на 0,05 м, если для растяжения её на 0,02 м нужна сила 40Н.

3)Для растяжения пружины на 0,03 м необходимо произвести работу 12 Дж. На какую длину можно растянуть пружину, затратив работу 48 Дж?

4) Вычислить силу давления воды на вертикальную площадку, имеющую форму треугольника с основанием 6 м и высотой 2 м. Уровень воды совпадает с основанием треугольника.

5)Два тела движутся по прямой из одной и той же точки. Первое тело движется со скоростью υ = (3t
[image: image603.wmf]2

+4t)м/с, υ =(6t +12) м/с. В какой момент, и на каком расстоянии от начальной точки произойдёт их встреча?

Ответ:
1) 54 М;

2) 250 Дж;

3) 0,06 м

4) 39228 Дж;

5) 4с; 96 с.


2.2 Практическая работа № 2
Основные численные методы
I. Приближённое вычисление определённых интегралов по формулам прямоугольников, трапеций, формуле Симпсона
1) Формула прямоугольников (с недостатком):


[image: image604.wmf]ò

b

a

y dx 
[image: image605.wmf]»



 EMBED Equation.3  [image: image606.wmf]n
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[image: image608.wmf]1

+ y
[image: image609.wmf]2
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[image: image610.wmf]1
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)

2) Формула прямоугольников (с избытком):


[image: image611.wmf]ò

b

a

y dx 
[image: image612.wmf]»



 EMBED Equation.3  [image: image613.wmf]n

a

b

-

( y
[image: image614.wmf]1

+ y
[image: image615.wmf]2

+ у
[image: image616.wmf]3

 +… + y
[image: image617.wmf]n

)

3) Формула трапеций:


[image: image618.wmf]ò

b

a

y dx 
[image: image619.wmf]»



 EMBED Equation.3  [image: image620.wmf]n
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[image: image622.wmf]1
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[image: image623.wmf]2
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[image: image624.wmf]1
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4) Формула параболических трапеций (формула Симпсона):


[image: image625.wmf]ò

b

a

y dx 
[image: image626.wmf]»
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[image: image631.wmf]3
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Пример 1: Вычислить 
[image: image636.wmf]ò

1

0



 EMBED Equation.3  [image: image637.wmf]2

1

x

dx

+

точно (по таблице) и приближённо по формуле трапеций при n=5, а затем сравнить результаты (вычислить границы абсолютной и относительной погрешностей).

Решение:

a) По таблице:



1


[image: image638.wmf]ò

1

0



 EMBED Equation.3  [image: image639.wmf]2

1

x
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+

= arctg x
= arctg 1 – arctg 0= 
[image: image640.wmf]4

p

- 0 = 
[image: image641.wmf]4
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0

б) По формуле трапеций:


[image: image643.wmf]ò
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Ответы:

	№ п/п
	Аналитически
	Приближенно

по формуле трапеций

	1
	28
	28,32



	2
	0,7672
	0,766743



	3
	0,46125
	0,46136



	4
	3,0789
	3,08784



	5
	2588,4
	2579,1791



	6
	11,6667
	11,675



	7
	2,1182
	2,1143



	8
	1,0184
	0,9252



	9
	3,5
	3,5240



	10
	-4
	-4,04



	11
	1,6946
	1,7251



	12
	7,2780
	7,4129




2.3 Практическая работа №3

Обыкновенные дифференциальные уравнения
І. Решение дифференциальных уравнений с разделяющимися переменными. Решение линейных дифференциальных уравнений первого порядка.

1. Дифференциальные уравнений первого порядок с разделяющимися переменными

Определение:  Дифференциальным уравнением первого порядок с разделяющимися переменными называется уравнение вида 
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Алгоритм решения уравнения (1):

1) Надо разделить переменные:
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2) Затем интегрируем обе части последнего равенства:
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Пример 1: Найти общее решение уравнения: х(1+у2) dx= уdу

Решение:

Х (1 + у2) dx= уdy : (1+ у2)

x dx = 
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Пример 2: Найти частное решение уравнения: stqtdt + ds = 0, удовлетворяющего начальным условиям s0 = 4; t0 = 
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Решение: s tqt dt + ds = 0

S tqt dt = - ds   : s
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(v) cos t = - c s – общее решение.

Далее подставлю в равенство (v) начальные условия s0 = 4; t0 =
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 s = 8 cos t – частное решение уравнения.
2. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка

Определение: Уравнение вида 
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 (2) называется линейным уравнением первого порядка.

Замечание: Уравнение (2) приводится к уравнению с разделяющимися переменными с помощью подстановки у = u ∙ z, которая является общим решением уравнения (2), где u и z – новые функции от переменной х. 

Пример 3: Найти общее решение уравнения: 
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Общее решение уравнения(2):

у = u ∙ z; (*)

Далее продифференцирую равенство (*):
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Далее подставим правые части равенств (*) и (**) в уравнение(2):
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Далее сгруппируем в левой части последнего уравнения слагаемые, содержащие z, получим:
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Далее приравняем к нулю выражение в скобках в левой части уравнения (***) и решим дифференциальное уравнение первого порядка с разделяющимися переменными:
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Далее подставим правую часть равенства (v) в уравнение (***), учитывая, что выражение в скобках в левой части уравнения равно 0; получим дифференциальное уравнение первого порядка с разделяющимися  переменными и решим его:
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Далее подставим правые части равенств (v) и (vv) в равенство (*):

y = (х+1)2 (
[image: image804.wmf]2

2

х

+ х + с) – общее решение уравнения.

Пример 4: Найти частное решение уравнения: cosx ∙ dy + y ∙ sinxdx = dx, удовлетворяющее начальным условиям у0 = 1 и х0 =0.

Решение:

cos x dy + y sinx dx = dx   :dx; :cos x


[image: image805.wmf]dx

dy

+ y tqx = 
[image: image806.wmf]x

cos

1

; (2), где f(x) = tqx; 
[image: image807.wmf]x

х

cos

1

)

(

-

=

j


общее решение уравнения(2): 

y = u ∙ z; (*)

Далее продифференцируем равенство (*):
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Далее подставим правые части  равенств (*) и (**) в уравнение (2):


[image: image809.wmf]x

uztqx

dx

dz

u

z

dx

du

cos

1

=

+

×

+

×


Далее сгруппируем в левой части последнего уравнения слагаемые, содержащие z, получим:


[image: image810.wmf]x

utqx

dx

du

z

dx

dz

u

cos

1

)

(

=

+

×

+

×

; (***)

Далее приравняем к нулю выражение в скобках в левой части уравнения (***) и решим дифференциальное уравнение первого порядка с разделяющимися переменными:
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в) ln
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u = cos x; 
(v)

Далее подставим правую часть равенства (v) в уравнение (***), учитывая, что выражение в скобках в левой части уравнения равно нулю; получим дифференцированное уравнение первого порядка с разделяющимися переменными и решим его:

cos x
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Далее подставим правые части равенств (v) и (vv) в равенство (*):

у = cos x (tqx +c)

у = cos x (
[image: image830.wmf]c
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у = sinx + c cosx;
(vvv) - общее решение уравнения.

Далее подставим в равенство (vvv) начальные условия у0 =1; х0 =0: 

1 = sin 0 + c ∙ cos 0;

с=1.

Далее подставим найденное с = 1 в равенство (vvv):


y = sin x + cos x; (vvvv) – частное решение уравнения.

3. Зачётная работа

1) Найти общее решение уравнения: x y dx = (1 + x2) dy
2) Найти частное решение уравнения: 
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3) Найти общее решение уравнения: 
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4) Найти частное решение уравнения 
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ОТВЕТЫ:

1) у = с ∙ 
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3) у = -1,5 + сех
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IІ. Решение однородных дифференциальных уравнений  второго порядка с постоянными коэффициентами

1. Неполные дифференциальные уравнения второго порядка

Определение 1: Уравнение, содержащее производные (или дифференциалы) не выше второго порядка, называется уравнением второго порядка:


[image: image840.wmf]2

2

dx

y

d

= f (х; у; 
[image: image841.wmf]dx

dy

) (3) 
Пример 1: Найти частное решение уравнения 
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[image: image849.wmf]dx

dy

 = z, тогда получим


[image: image850.wmf]dx

dz

 = 2z ∙ dx; : z

[image: image851.wmf]z

dz

 = 2dx;


[image: image852.wmf]ò

z

dz

 = 
[image: image853.wmf]ò

dx

2


lnz = 2x + c1

z = e2x+c
[image: image854.wmf]1

   

(w):  
[image: image855.wmf]dx

dy

 = e2x+c
[image: image856.wmf]1

   dx

dy = e2x+c
[image: image857.wmf]1

∙  dx


[image: image858.wmf]ò

d

у

= 
[image: image859.wmf]ò

+

1

2

с

х

е

∙  dx;

а) 
[image: image860.wmf]ò

d

у

= у;




t = 2x+c1

б) 
[image: image861.wmf]ò

+

1

2

с

х

е

∙  dx =  dt = 2dx     = 
[image: image862.wmf]ò

t

е
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                   dx = 
[image: image868.wmf]2
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dt
в) (v): у =
[image: image869.wmf]2
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+ с2 – общее решение данного уравнения.

Далее составим систему из равенств (v) и (w)


[image: image871.wmf]dx
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= e2x+c
у = 
[image: image872.wmf]2
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e
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Подставим в систему начальные условия у0 = 
[image: image874.wmf]2

3

; 
[image: image875.wmf]dx
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= 1; х0 = 0 и найдём с1  и с2 :


1 = e2∙0+c
[image: image876.wmf]1




 с1 = 0


[image: image877.wmf]2
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 e2∙0+c
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  с2 = 1

Далее подставим найденные с1  и с2 в равенство (v)
 у = 
[image: image880.wmf]2

1

e
[image: image881.wmf]x

2

+ 1 – частное решение данного уравнения.
2. Линейные однородные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами
Определение:  Линейным однородным дифференцированным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами называется уравнение вида


[image: image882.wmf]2
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[image: image883.wmf]dx
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+qу = 0 (4), где р = const; q = const.

Правило решения уравнения (4):

Для отыскивания общего решения уравнения (4) составляется характеристическое уравнение:
r2 + p r  + q = 0; (*),

которое получается из уравнения (4) заменой 
[image: image884.wmf]2

2

dx

y

d

, 
[image: image885.wmf]dx
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 и у на соответствующие степени r, причём сама функция у заменяется единицей. Тогда общее решение дифференциального уравнения (4) строится в зависимости от корней r1 и r2 характеристического уравнения (*). Здесь возможны 3 случая:

1)Корни r1 и r2 – действительные и различные. В этом случае общее решение уравнения (4) имеет вид: 



у = с1е
[image: image886.wmf]x

r

1

+ с2е
[image: image887.wmf]x

r

2


(v)

2)  Корни r1 и r2 – действительные и равные, т.е. r1 = r2= r. Тогда общее решение уравнение  (4) имеет вид:

у = (с1 + с2х) ∙ е
[image: image888.wmf]rx

 (w)

3) Корни r1 и r2 – комплексно-сопряженные, т.е. r1 = 
[image: image889.wmf]a

 + 
[image: image890.wmf]b

i и r2 = 
[image: image891.wmf]a

 - 
[image: image892.wmf]b

i .
В этом случае общее решение уравнения (4) имеет вид:


у = е
[image: image893.wmf]х
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∙  (с1cos
[image: image894.wmf]b

x + с2sin
[image: image895.wmf]b

x)
(vvv)

Пример 2: Найти общее решение уравнения: 
[image: image896.wmf]2
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 - 7 ∙ 
[image: image897.wmf]dx

dy

 + 10у = 0.

Решение:

Составим характеристическое уравнение:

r2 – 7r + 10 = 0

D = 49 – 4 ∙ 1 ∙ 10 = 9

r1 = 
[image: image898.wmf]2
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= 5; r2 = 
[image: image899.wmf]2
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у = с1 е 
[image: image900.wmf]x
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+ с2 е
[image: image901.wmf]x
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; (v)

у = с1 е5x +  с2 е2x – общее решение данного уравнения.

Пример 3: Найти частное решение уравнения 
[image: image902.wmf]2

2

dx
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 - 5 ∙ 
[image: image903.wmf]dx

dy

 = 0, удовлетворяющего начальным условиям у0 =1; 
[image: image904.wmf]dx

dy

= -1; х0 = 0.

Решение:

Составим характеристическое уравнение:

r2 – 5r = 0

r (r – 5) = 0

r1 = 0; r2 = 5

у = с1 е 
[image: image905.wmf]x
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+ с2 е
[image: image906.wmf]x
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у = с1 е0x + с2 е 5x 

(о):
 у = с1  + с2 е5x – общее решение данного уравнения

Далее продифференцируем равенство (о): 
[image: image907.wmf]dx

dy

= 5 с2 е5х ; (оо)

Далее составим систему и равенств (о) и (оо) и подставим в неё начальные условия.

у = с1 + с2е5х                   1 = с1 + с2               с1=1 - с2
         с1=
[image: image908.wmf]5
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[image: image909.wmf]dx
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= 5 с2е5х 
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    -1 = 5с2
[image: image911.wmf]Þ

с2 = - 
[image: image912.wmf]5
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[image: image913.wmf]Þ

с2 = - 
[image: image914.wmf]5
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Далее подставим найденные с1 и с2 в равенство (о):

 у =
[image: image915.wmf]5

6

 - 
[image: image916.wmf]5

1

 е 5х – частное решение данного уравнения.

Пример 4: Найти общее решение уравнения: 
[image: image917.wmf]2
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 - 8 ∙ 
[image: image918.wmf]dx
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 + 16у = 0.

Решение:

r2 – 8r + 16 = 0

D = 0; r = 4.

у = (с1 + с2x)  е
[image: image919.wmf]rx

; (vv)

у =(с1  +  с2 x) е4x – общее решение данного уравнения.

Пример 5: Найти частное решение уравнения: у'' + 8у' + 16у = 0, если у0=1, у'=1, х0 = 0.

Решение:

r2 + 8r + 16 =0

D = 0; r = -4.

(о):  у = (с1 + с2х) е - 4х – общее решение данного уравнения;

Далее продифференцируем равенство (о):  

у' = -4с1е - 4х + с2е - 4х -4с2хе - 4х; (оо)

Далее составляем систему из равенств (0) и (оо) и подставим в неё начальные условия:


у = (с1 + с2х ) е - 4х        


   1 = с1е0 + с2 0е0
у' = -4с1е - 4х + с2е - 4х – 4с2∙х е - 4х 
[image: image920.wmf]Þ

1 = - 4 с1е0 + с2 е0 - 4 с2 ∙ 0е0
[image: image921.wmf]Þ




 с1 = 1
                       с1 = 1



[image: image922.wmf]Þ

 с2 – 4 с1 = 1
[image: image923.wmf]Þ

  с2 = 5
Далее подставим найденные с1 и с2 в равенство (о):

у = е - 4х + 5 х е - 4х – частное решение данного уравнения.

Пример 6: Найти общее решение уравнения: у'' - 6у' + 25у = 0

Решение:

r2 - 6r + 25 =0

D = 36 – 4 ∙ 1 ∙ 25 = - 64 = 64 ∙ (-1) = 64i 2 = (8 i) 2  

r1 = 3 + 4 i; r2 = 3 - 4 i

y = е
[image: image924.wmf]х
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∙  (с1cos
[image: image925.wmf]b

x + с2sin
[image: image926.wmf]b

x); (vvv)

y = е3x ∙  (с1cos4x + с2sin4x) – общее решение данного уравнения.

Пример 7: Найти частное решение уравнения: у'' - 6у' + 13у = 0, если у0=1, у'=5, х0 = 0.

Решение:

r2 - 6r + 13 =0

D = 36 – 4 ∙ 1 ∙ 13 = - 16 =16 ∙ (-1) = 16i 2 = (4 i ) 2  

r1 = 3 + 2i; r2 = 3 - 2i

y = е
[image: image927.wmf]х
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∙  (с1 ∙ cos
[image: image928.wmf]b

x + с2 ∙ sin
[image: image929.wmf]b

x); (vvv)

(о):  y = е3x ∙  (с1 ∙cos2x + с2 ∙  sin2x) – общее решение данного уравнения.

Далее продифференцируем равенство (о):

у' = с1 ∙ 3 ∙  е3x ∙ cos2x - с1 ∙  е3x  ∙2 sin2x + с2 ∙3 е3x sin2x + с2 ∙ е3x ∙ 2 ∙ cos2x; (оо)
Далее составим систему из равенств (о) и (оо) и подставим в неё начальные условия:


y = е3x ∙ (с1 ∙cos2x + с2 ∙ sin2x)
у' = с1 ∙ 3 ∙  е3x ∙ cos2x - с1 ∙ е3x ∙2 sin2x + с2 ∙3∙ е3x ∙sin2x + с2 ∙ е3x ∙ 2 ∙ cos2x

1 = е0 ∙ (с1 ∙cos0 + с2 ∙ sin0)

5 = 3 с1   е0 ∙ cos0 -2 с1  е0 ∙  sin0 + 3с2 е0 sin0 + 2с2  е0  cos0


1 = с1 ∙cos0 + с2 ∙ sin0

с1  =1

5 = 3 с1  +  2с2           
[image: image930.wmf]Þ

       с2  =1.

Далее подставим найденные с1 и с2  в равенство (о):

y = е3x ∙  (∙cos2x + sin2x) – частное решение данного уравнения.
3. Зачётная работа

1) Найти частное решение уравнения: 
[image: image931.wmf]2
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,
если у0 =2; 
[image: image934.wmf]dx

dy

= 8; х0 = 2.

2) Найти общее решение уравнения: 
[image: image935.wmf]2
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 + 
[image: image936.wmf]dx
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 - 6у = 0

3) Найти частное решение уравнения: 
[image: image937.wmf]2
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dx

y
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 - у = 0, если у0 = 2; 
[image: image938.wmf]dx

dy

= 0; х0 = 0.

4) Найти общее решение уравнения: 


[image: image939.wmf]2
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 - 6 ∙ 
[image: image940.wmf]dx

dy

 + 9у = 0.

5) Найти частное решение уравнения у'' - 10у' + 25у = 0, 
если у0 = 2, у' = 8, х0 = 0.

6) Найти общее решение уравнения у'' + 9у' = 0.

Ответы:

1) у = х2 + 4х – 10;

2) у = с1  е-3x + с2 е2x
3) у = е-x + еx
4) у = (с1  + с2 x) ∙ е3x
5) у = 2е5x – 2хе5х
6) у = с1 ∙cos3x + с2 ∙ sin3x.
2.4 Практическая работа №4
Ряды

І. Числовые ряды. Исследование на сходимость рядов с положительными членами. Исследование на сходимость знакопеременных рядов.
1. Числовые ряды

Определение 1: Числовым рядом называется сумма вида


[image: image941.wmf]å
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= u1 + u2 + u3 + … + un + … ,  (1), где числа u1, u2, u3,  …  un … , называемые членами ряда, образуют бесконечную последовательность; член un  называется общим членом ряда.

Определение 2: Суммы

S1 = u1,

S2 = u1 + u2,

S3 = u1 + u2 + u3,

…

Sn = u1 + u2 + u3 + … + un,

составленные из первых членов ряда (1), называются частичными суммами этого ряда.

Определение 3: Ряд называется сходящимся, если последовательность его частичных сумм при n 
[image: image942.wmf]¥
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 имеет предел, т.е. 
[image: image943.wmf]¥
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 Sn = S.
[image: image944.wmf]Число S называется суммой ряда.

Определение 4: Если 
[image: image945.wmf]¥
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 Sn = 
[image: image946.wmf]¥
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, то такой ряд называется расходящимся.

Пример 1: Записать ряд по его заданному общему члену un = 
[image: image947.wmf]n

n

2

1

+


Решение:

u1 = 
[image: image948.wmf]2
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;  u2 =
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[image: image950.wmf]8
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Получим ряд 
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Пример 2: Найти n-й член ряда по его данным первым членам:


[image: image956.wmf]3
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Решение:

Знаменатели членов ряда, начиная с третьего, являются нечётными числами, значит 

un = 
[image: image959.wmf]1
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.

Пример 3: Найти первые пять членов ряда по его заданному общему члену: 
un = 
[image: image960.wmf]1
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Решение:

u1 = 
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u3 = 
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2. Признаки сходимости рядов

1) Необходимый признак сходимости ряда: 

Ряд 
[image: image977.wmf]å
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 может сходиться только при условии, что его общий член un  при неограниченном увеличении номера n стремится к нулю : 
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Если 
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 0, то ряд 
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 расходится – это достаточный признак расходимости ряда.
2) Признак Даламбера (достаточный признак сходимости ряда с положительными членами):

Если для ряда с положительными членами 
[image: image982.wmf]å
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 EMBED Equation.3  [image: image984.wmf]n
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 = l, то ряд сходится при l < 1 и расходится при l > 1.

Пример 4: Исследовать сходимость ряда: 
[image: image985.wmf]å
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Решение:

Применяем необходимый признак  сходимости: 
[image: image986.wmf]¥

®

n

lim

un = 
[image: image987.wmf]¥

®

n

lim
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 =0. Значит, ряд может сходиться. Применяем далее признак Даламбера:
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 EMBED Equation.3  [image: image1002.wmf]n

n

2

4

1

2

+

-

 = 
[image: image1003.wmf]0

4

0

2

+

-

 = 
[image: image1004.wmf]2

1

< 1

Значит, данный ряд сходится.

Пример 5: Исследовать сходимость ряда, используя признак Даламбера:
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Решение:
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3. Знакопеременные и знакочередующиеся ряды

Определение 5: Числовой ряд (2): u1 + u2 + u3 + … + un + … называется знакопеременным, если среди его членов имеются как положительные, так и отрицательные числа.

Определение 6: Числовой ряд называется знакочередующимся, если любые два стоящие рядом члена имеют противоположные знаки.
4. Признак сходимости Лейбница для знакочередующихся рядов (достаточный признак):

Если члены знакочередующегося ряда (2) монотонно убывают по абсолютной величине и общий член un  стремится к нулю при n
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, то ряд (2) сходится.

Определение7: Знакопеременный ряд называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд
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Определение 8: Если знакопеременный ряд (2) сходится, а составленный из абсолютных величин его членов ряд(3) расходится, то данный ряд (2) называется условно сходящимся.
Пример 6: Исследовать на сходимость (абсолютную и условную) ряд:
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Решение:

Составим ряд из абсолютных величин членов данного ряда:
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Для исследования данного ряда применим признак Даламбера:
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Ряд, составленный из абсолютных величин, сходится, значит, данный знакопеременный ряд сходится абсолютно.
5. Зачётная работа

	І вариант
	ІІ вариант

	1. Найти первые четыре члена ряда по заданному общему члену:

	а) an = 
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	2. Найти формулу общего члена ряда:

	а) 1 + 
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	3.Используя признак Даламбера, исследовать сходимость ряда
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	4. Используя признак Лейбница, исследовать сходимость знакочередующегося ряда:
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	5.Исследовать на абсолютную и условную сходимость ряд:
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IІ. Степенные ряды. Разложение функции в ряд Маклорена. Ряды Фурье.
1.Степенные функции

Определение 1: Степенным рядом называется ряд вида:
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= а0 + а1х +  а2х2 + … + аn хn+ … , (4), где числа, а0, а1, а2,  …  аn ,… , называются коэффициентами ряда, а член аn хn – общим членом ряда.

Определение 2: Областью сходимости ряда(4) называется множество всех значений х, при которых данный ряд сходится.

Определение 3: Число R называется радиусом сходимости ряда(4), если при 
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Определение 4: Интервал (-R; R) называется интервалом сходимости.
2. Разложение функции в степенные ряды

Определение 5: Рядом Тейлора для функции f(x) называется степенной ряд вида
f(x) = f(a) + f '(a) (x – a) + 
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Определение 6: Если в ряде (6) а = 0, то получим ряд Маклорена:

f(x) = f(0) + 
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Алгоритм разложения функции f(x) в ряд Маклорена:
1) Вычислить значения функции и её последовательных производных в точке х = 0, т.е. f(0), f '(0), f ''(0), … f(n) (0).
2) Составить ряд Маклорена, подставив значения функции и её последовательных производных в формулу (7).
3)  Найти промежуток сходимости полученного ряда по формуле (5).

Алгоритм разложения функции в ряд Тейлора:

1) Вычислить значения функции и её последовательных производных в точке х = а, т.е. f(a), f '(a), f ''(a), … f(n) (a).
2) Cоставить ряд Тейлора, подставив значения функции и её последовательных производных в формулу (6).
3) Найти промежуток сходимости по формуле (5).

Пример 1: Разложить в ряд Маклорена функции: а) f(х) = ех; б) f(х) = sin x.

Решение:

а)  f(х) = ех;  f '(х) = ех;  f ''(х) = ех;   …; f(n) (х) = ех;  

f(0) = 1; f '(0) = 1; f ''(0) = 1; …; f(n) (0) = 1.

Подставим эти значения в формулу (7), получим разложение функции f(х) = ех  в ряд Маклорена:

 
ех = 1 + 
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Промежуток сходимости найдём по формуле (5):
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 EMBED Equation.3  [image: image1097.wmf]1
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 = ∞; значит ряд расходится.
б) f = sin x;

f '(х) = cos x; f ''(х) = - sin x; f '''(х) = - cos x; f IV(х) = sin x;

f(0) = 0; f '(0) = 1;  f ''(0) = 0; f '''(0) = -1; f IV(0) = 0.

Заметим, что производные чётного порядка  f (2n)(0) = 0, а производные нечётного порядка f(2n-1) (0) = (-1)n-1.

Подставив эти значения в формулу(7), получим разложение синуса в ряд Маклорена:

sin x = 
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Промежуток сходимости найдём по формуле (5):
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 EMBED Equation.3  [image: image1112.wmf]n
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3.Тригонометрический ряд Фурье
Определение7: Тригонометрическим рядом Фурье для функции f(x) в промежутке

 -π ≤ х ≤ π называется ряд вида

f (х) = 
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или, короче, f (х) = 
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где а0, а1, а2,  …  аn, b1,b2 …, bn - коэффициенты ряда, называемые коэффициентами ряда Фурье.

Функция f(x) - периодическая с периодом 2 π.

а) Ряд Фурье для нечётной функции:

Если в промежутке -π ≤ х ≤ π функция f(x) является нечётной, т.е. f(-x)  = -f(x) , то а0=0; аn = 0; bn = 
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 EMBED Equation.3  [image: image1117.wmf]ò
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f (x) sin nx dx;

f(x) = b1∙  sin x + b2 ∙  sin 2x + … + bn ∙sin nx + …;

б) Ряд Фурье для чётной функции:

Если в промежутке -π ≤ х ≤ π функция f(x) является чётной, т.е. f(-x) = f(x), то её коэффициенты вычисляются по формулам:
а0= 
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 f (x) ∙ cos nxdx; bn = 0; тогда получим:

f(x) = 
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 + а1 cosx + а2 cos2x + … + аn cos nx + …

4. Зачётная работа

	І вариант
	ІІ вариант

	3. Найти промежуток сходимости степенного ряда:
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	4. Разложить в ряд Маклорена функцию:

	f(x) = cos 
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	f(x) = ln (1 + 5x)

	3. Разложить в ряд Тейлора по степеням:

	х + 3  функцию f(x) = е—2х


	х - 
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	4. Известно

	ln( 1+ x) = x - 
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Маклорена для функции 

у = ln(1 + 7x)
	ln( 1+ z) = z - 
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Найти первые четыре члена ряда 

Маклорена для функции 

f(x) = ln(1 – x2)

	5. Ненулевые коэффициенты разложения в ряд Фурье функции

	f(x) = х, -π ≤ х ≤ π , имеют вид:
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	f(x) = 
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	5.Ответы:

І вариант
	ІІ вариант
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2.5 Практическая работа №5
Основы теории вероятностей и математической статистики
I. Решение простейших задач с помощью классического определения вероятности
1.Элементы комбинаторики
1) Размещения
Определение 1: Размещениями из n элементов по m в каждом называются такие соединения, которые отличаются друг от друга либо самими элементами (хотя бы одним), либо порядком их расположения.



(1)

3амечание: 1 · 2 · 3 · ... · (n-1) · n = n!     («n» - факториал)


Принято считать: 0! = 1; 1! = 1


Пример: 7! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7.

Задача 1:

Сколькими способами группа, состоящая из 30-ти человек, может выбрать командующую тройку в составе: председателя, секретаря и помощника?

Решение:

А
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Ответ: 24360 способа.

2) Перестановки
Определение 2: Перестановками из n элементов называются такие соединения из всех n элементов, которые отличаются друг от друга порядком расположения элементов.


(  (2)

Задача 2:

Сколько четырёхзначных чисел можно составить из четырёх цифр 1,2,3,4 без повторения?

Решение:

Р4 = 4! =1 ·2 · 3 · 4 = 24

Ответ: 24 цифры.

3) Сочетания
Определение 3: Сочетаниями из n элементов по m в каждом называются такие соединения, которые отличаются друг от друга хотя бы одним элементом.


Задача 3:
Решение:

Сколькими способами можно распределить 12 человек по бригадам, если в каждой бригаде по 6 человек?

С
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Ответ: 924 способа.

4) Решить задачи:

Задача 4: В соревновании участвуют 6 команд. Сколькими способами могут быть распределены места между ними?

Ответ: 720 способов.

Задача 5: В соревновании участвуют 6 команд. Сколькими способами могут быть распределены 3 призовых места?

Ответ: 120 способов.

Задача 6: В соревновании участвуют 6 команд. В следующий тур выходит 3 команды. Сколькими способами могут определяться участники следующего тура?

Ответ: 20 способов.

2.Элементы теории вероятностей
1) Классическое определение вероятности:




                                (1), 
где  Р(А) – вероятность события А;


n- число всех исходов;


m - число исходов, благоприятствующих событию А.

Пример 1:

В лотерее из 1000 билетов имеются 200 выигрышных. Вынимают наугад один билет. Чему равна вероятность того, что этот билет выигрышный?

Решение:

А – вынутый билет выигрышный.

Р (А) = 
[image: image1177.wmf]n

m

= 
[image: image1178.wmf]1000

200

= 0,2

Ответ: Р (А) = 0,2.

Пример 2:

Из урны, в которой находятся 12 белых и 8 черных шаров, вынимают наудачу 2 шара. Какова вероятность того, что оба шара окажутся черными?

Решение:

А – вынутые оба шара черные.

Р (А) = 
[image: image1179.wmf]n
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Р (А) = 
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2) Теорема сложения вероятностей несовместных событий:


(2)

3) Теорема сложения вероятностей совместных событий:


(3)





(4)

4) Условная вероятность:
Вероятность наступления события А, вычисленная в предположении, что событие В уже произошло, называется условной вероятностью события А при условии В и обозначается Рв (А) или Р (А/В).

Если А и В – независимые события, то Р (В) – РА (В) = Р
[image: image1185.wmf]-
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Пример 3.
В ящике в случайном порядке разложены 20 деталей, причем 5 из них стандартные. Рабочий берет наудачу 3 детали. Найти вероятность того, что, по крайней мере, одна из взятых деталей стандартная.

Решение:

А – по крайне мере одна из взятых трёх деталей стандартная;

В – одна из взятых трёх деталей стандартная и две нестандартные;

С – две детали из трёх взятых стандартные и одна  нестандартная;

D – все три взятые детали стандартные.

А = В + С + D (т.к. события В, С и D – несовместные).

Р (А) = Р (В + С + D) = Р(В) + Р(С) + Р(D)

Р (В) = 
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Р (А) ≈ 0,6.

Пример 4:
Найти вероятность того, что наудачу взятое двузначное число окажется кратным либо 3, либо 5, либо тому и другому одновременно.

Решение:

А – наудачу взятое двузначное число кратно 3;

В – наудачу взятое двузначное число кратно 5;

События А и В - совместные. 
Р (А+В) = Р(А) + Р(В) - Р(АВ)

Р (А) = 
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Ответ: Р (А + В) = 0,47.

5) Теорема умножения вероятностей независимых событий:



(5)

6) Теорема умножения вероятностей зависимых событий:



(6)

Пример5:

 В одной урне находятся 4 белых и 8 чёрных шаров, в другой – 3 белых и 9 чёрных шаров. Из каждой урны вынули по шару. Найти вероятность того, что оба шара окажутся белыми.

Решение:

А – появление белого шара из первой урны;

В – появление белого шара из второй урны;

События А и В – независимые события. 
Р (АВ) = Р(А)·  Р(В) = 
[image: image1208.wmf]3

1

 ·  
[image: image1209.wmf]4

1

= 
[image: image1210.wmf]12

1

 
[image: image1211.wmf]»

 0,08

Р (А) = 
[image: image1212.wmf]1

1

n

m

= 
[image: image1213.wmf]12

4

 = 
[image: image1214.wmf]3

1

; 

Р (В) = 
[image: image1215.wmf]2

2

n

m

= 
[image: image1216.wmf]12

3

 = 
[image: image1217.wmf]4

1

.

Ответ: Р (АВ) 
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 0,08.

Пример 6:

В ящике находится 12 деталей, из которых 8 стандартных. Рабочий берёт наудачу одну за другой две детали. Найти вероятность того, что обе детали окажутся стандартными.

Решение:

А - первая  взятая деталь стандартная;

В - вторая взятая деталь стандартная

Р (А) = 
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Р (АВ) = Р(А) · P
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Ответ: Р(АВ) 
[image: image1230.wmf]»

0,42.

7) Формула полной вероятности

Пусть события В1, В2, . . . , Вn образуют полную группу событий и при наступлении каждого из них событие А может наступить с некоторой условной вероятностью РВi(А).Тогда вероятность наступления события А равна сумме произведений вероятностей каждой из гипотез на соответствующую условную вероятность события А:



(7),

где 


(8)

8) Формула Байеса:


 
(9)

Где РА (Вi) – вероятность каждой из гипотез после испытания, в результате которого наступило событие А;

Р
[image: image1231.wmf]i

В

 (А) – условная вероятность события А после наступления события Вi.

Пример 7:

На склад поступили детали с трёх станков. На первом станке изготовлено 40% деталей от их общего количества, на втором – 35% и на третьем – 25%, причём на первом станке было изготовлено 90% деталей первого сорта, на втором – 80% и на третьем – 70%. Какова вероятность того, что взятая наугад деталь окажется первого сорта?

Решение:

Обозначим:

В1 - деталь изготовлена на первом станке; В2 - на втором станке; В3 - на третьем станке.

Р (В1) = 0,4; Р (В2) = 0,35; Р(В3) = 0,25; 

РВ
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Тогда Р (А) = Р (В1) · Рв (А) + Р (В2) · Р В
[image: image1235.wmf]2

 (А) + Р(В3) · РВ
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 (А) = 0,4 · 0,9 + 0,35 · 0,8 + 0,25 · 0,7 = 0,815.

Ответ: Р (А) = 0,815.
9) Дискретная случайная величина
Дискретная случайная величина – случайная величина, которая принимает отдельные значения с определённой вероятностью.


а) Закон распределения дискретной случайной величины:

	х
	х1
	х2
	. . .
	хn

	р
	р1
	р2
	. . .
	рn


, где р1 + р2 + . . . + рn =1.


б) Математическое ожидание дискретной случайной величины:


(10)


в) Дисперсия дискретной случайной величины:



(11)



г) Среднее квадратичное отклонение: 

(12)
Пример 8:
Найти математическое ожидание случайной величины Х, зная её закон распределения.

	х
	2
	1
	3

	р
	0,1
	0,6
	0,3


Решение:

М (Х) = 2 · 0,1 + 1· 0,6 + 3 · 0,3 = 1,7

Ответ: М (Х) = 1,7.

Пример 9:
Найти дисперсию случайной величины Х, которая задана законом распределения

	х
	2
	3
	5

	р
	0,1
	0,6
	0,3


D (X) = М (Х2) – М2 Х;

М (Х) = 2·  0,1 + 3 · 0,6 + 5 · 0,3 =  3,5

М (Х2) =?

	Х2
	4
	9
	25

	р
	0,1
	0,6
	0,3


М (Х2) = 4 · 0,1 + 9 · 0,6 + 25 · 0,3 = 13,3

D (Х) = 13,3 – (3,5)2 = 1,05.

Ответ: D (Х) = 1,05.

3. Решить задачи:

Задача 1.
В корзине 10 шаров, 7 из которых белых. Какова вероятность того, что наудачу извлечённый из корзины шар окажется белым?

Ответ: Р (А) = 0,7.

Задача 2.
Из 25 вопросов программы студент знает ответ на 15 вопросов. Наугад выбирается 3 вопроса. Найти вероятность того, что студент сможет ответить на все выбранные вопросы?

Ответ: Р (А) = 0,198.

Задача 3.
Из корзины, содержащей 3 чёрных и 7 белых шаров, наугад последовательно извлекают два шара. Событие А – первый извлечённый шар белый, В - второй извлечённый шар белый. Найти РА(В) и Р
[image: image1237.wmf]-
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Ответ: РА (В)
[image: image1238.wmf]»

0,67; Р
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 (В) 
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 0,78.

Задача 4.
Два стрелка сделали по одному выстрелу. Вероятность попадания для первого стрелка 0,7, для второго – 0,8. Какова вероятность того, что в мишень попадёт хотя бы один из стрелков?

Ответ: Р (А + В) = 0,94.

Задача 5.

В ящике находится 6 белых и 3 синих шара. По одному извлекают 3 шара. Найти вероятность того, что первые два шара будут белого, а третий – синего цвета, если шара извлекаются: а) с возвращением; б) без возвращения.

Ответ: а) 0,148; б) 0,179.

Задача 6.

Устройство состоит их трёх  элементов, работающих независимо. Вероятности безотказной работы первого, второго, третьего элементов в течение года соответственно равны 0,6; 0,8; 0,9. Найти вероятность того, что в течение года перестанет работать: 

а) ровно один из трёх элементов;

б) хотя бы один из трёх элементов.

Ответ: а) 0,396; б) 0,568.

Задача 7.

Из 40 студентов, пришедших сдавать экзамен по теории вероятностей, восемь подготовлены отлично, восемнадцать – посредственно и остальные – плохо. В экзаменационных билетах имеется 35 вопросов. Студент, подготовленный отлично, знает ответы на все вопросы, посредственно – на 28, и плохо – на 20.

а) Какова вероятность того, что наудачу выбранный студент ответит на поставленный вопрос?

Б) Наудачу выбранный студент ответил на вопрос. Какова вероятность того, что он подготовлен плохо?

Ответ: а) 0,76;б) 0,26.

Задача 8
Дан закон распределения дискретной случайной величины:

	х
	-5,5
	3
	4,1
	5

	р
	0,3
	р
	0,5
	0,15


Вычислить математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратичное отклонение этой величины Х и величины (3 -5х)

Ответ:

М (Х) = 1,3; D(X) = 19,99; σ(Х) ≈ 4,47;

М (Х – 5Х)= - 3,5; D(3 – 5Х) = 499,75; σ(3 - 5Х) ≈ 22,36.
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Р (А) = � EMBED Equation.3  ���








Р(А + В) = Р(А) + Р(В)


Р(А1 + А2 +  . . .  + Аn) = Р(А1) + Р(А2) + . . . + Р(Аn)











Р (А + В) = Р(А) +Р(В) - Р(АВ)


Р (А + В + С) = Р(А) + Р(В) + Р(С) – Р(АВ) – Р(АС) – Р(ВС) – Р(АВС)














Р(А) + Р(� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���= 1





Р (АВ) = Р(А) · Р(В) 


Р (А1 · А2 · . . . · Аn) = Р(А1) · Р(А2) · . . . · Р(Аn)














Р (АВ) = Р(А) · РА(В) = Р(В) · РВ(А)  


 

















 Р (А) = Р(В1) · РВ1(А) + Р(В2) · РВ2(А)+ . . . + Р(Вn) · РВn (А)  


 














 Р (В1) + Р (В2) + . . . + Р(Вn) = 1  


 














 РА (Вi) = � EMBED Equation.3  ���














М (Х) = х1 р1 + х2 р2 +. . . + хn рn





D (Х) = М (Х2) – М2 (Х)





σ (х) =� EMBED Equation.3  ���
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