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Введение
В настоящее время актуальным становятся требования к личным качествам современного студента – умению самостоятельно пополнять и обновлять знания, вести самостоятельный поиск необходимого материала, быть творческой личностью. Ориентация учебного процесса на саморазвивающуюся личность делает невозможным процесс обучения без учета индивидуально-личностных особенностей обучаемых, предоставления им права выбора путей и способов обучения. Появляется новая цель образовательного процесса – воспитание личности, ориентированной на будущее, способной решать типичные проблемы и задачи исходя из приобретенного учебного опыта и адекватной оценки конкретной ситуации.
Решение этих задач требует повышения роли самостоятельной работы студентов над учебным материалом, усиления ответственности преподавателя за развитие навыков самостоятельной работы, за стимулирование профессионального роста студентов, воспитание их творческой активности и инициативы.
Введение в практику учебных программ и модулей с повышенной долей самостоятельной работы активно способствует модернизации учебного процесса.
В соответствии с ФГОС СПО по техническим специальностям в учебный процесс введена дисциплина «Теория вероятностей и математическая статистика». Методические рекомендации для внеаудиторной самостоятельной  работы (ВСР) по дисциплине «Теория вероятностей и математическая статистика» составлены в соответствии с ОПОП.230401 ЕН.03, утвержденной 23.06.2010, и предназначены для студентов второго курса специальности 230401 Информационные системы (по отраслям). Внеаудиторная самостоятельная работа студентов является обязательной для каждого студента, определяется учебным  планом, и  составляет  30% от общего объема часов.
Основными целями внеаудиторной самостоятельной работы студентов  являются:
· овладение знаниями, профессиональными умениями и навыками деятельности по профилю специальности;
· формирование готовности к самообразованию, самостоятельности и ответственности;
· развитие творческого подхода к решению проблем учебного и профессионального уровня.
Распределение видов и объема внеаудиторной самостоятельной работы между разделами  дисциплины «Теория вероятностей и математическая статистика»
Согласно ОПОП.230401 ЕН.03 «Теория вероятностей и математическая статистика» на внеаудиторную самостоятельную работу студента отводится 38ч.  Распределение времени по темам дисциплины приведено в таблице 1.
Таблица 1 – Распределение видов и объема внеаудиторной самостоятельной работы между разделами  дисциплины
	Разделдисциплины
	Объемчасовнараздел
	Вид ВСР
	Объем ВСР (час)

	Раздел 1. Элементы комбинаторики
Тема 1.1. Элементы комбинаторики
	9
	Самостоятельная работа №1.
	2

	Раздел 2. Основы теории вероятностей
Тема 2.1. Случайные события. Классическое определение вероятности
	26
	Самостоятельная работа №2.

	2


	Тема 2.2. Вероятностисложныхсобытий
	
	Самостоятельная работа №3.

	2

	Тема 2.3. СхемаБернулли
	
	Самостоятельная работа №4.

	2

	Раздел 3. Дискретные случайные величины (ДСВ)
Тема 3.1. Понятие ДСВ. Распределение ДСВ. Функции от ДСВ
	22
	Самостоятельная работа №5.

	1

	Тема 3.2. Характеристики ДСВ и их свойства
	
	
	1

	Тема 3.3. Биномиальное распределение. Геометрическое распределение
	
	Самостоятельная работа №6.
	2

	Раздел 4. Непрерывные случайные величины (НСВ)
Тема 4.1. Понятие НСВ. Равномерно распределенная НСВ. Геометрическоеопределениевероятности
	26
	Самостоятельная работа №7.
	

	
	
	
	2

	Тема 4.2. Функция плотности НСВ. Интегральная функция распределения НСВ. Характеристики НСВ
	
	Самостоятельная работа №8.
	2

	Тема 4.3. Нормальное распределение. Показательное распределение
	
	Самостоятельная работа №9.
	2

	Раздел 6. Выборочный метод. Статистические оценки параметров распределения
	18
	
	

	Тема 6.1. Генеральнаясовокупность.
	
	Самостоятельная работа №10.
	2

	Тема 6.3. Интервальнаяоценка.
	
	Самостоятельная работа №11.
	4

	Раздел 7. Моделирование случайных величин. Метод статистических испытаний
	12
	
	

	Тема 7.2. Методстатистическихиспытаний
	
	Самостоятельная работа №12.
	4

	
	
	
	38


Выполнение студентами ВСР способствует формированию общих и профессиональных компетенций:
ОК 1. Понимать сущность и социальную значимость своей будущей профессии, проявлять к ней устойчивый интерес.
ОК 2. Организовывать собственную деятельность, выбирать типовые методы и способы выполнения профессиональных задач, оценивать их эффективность и качество.
ОК 3. Принимать решения в стандартных и нестандартных ситуациях и нести за них ответственность.
ОК 4. Осуществлять поиск и использование информации, необходимой для эффективного выполнения профессиональных задач, профессионального и личностного развития.
ОК 5. Использовать информационно-коммуникационные технологии в профессиональной деятельности.
ОК 6. Работать в коллективе и команде, эффективно общаться с коллегами, руководством, потребителями.
ОК 7. Брать на себя ответственность за работу членов команды (подчиненных), результат выполнения заданий.
ОК 8. Самостоятельно определять задачи профессионального и личностного развития, заниматься самообразованием, осознанно планировать повышение квалификации.
ОК 9. Ориентироваться в условиях частой смены технологий в профессиональной деятельности.
ОК 10. Исполнять воинскую обязанность, в том числе с применением полученных профессиональных знаний (для юношей).
ПК 1.1. Собирать данные для анализа использования и функционирования информационной системы, участвовать в составлении отчетной документации, принимать участие в разработке проектной документации на модификацию информационной системы.
ПК 1.2. Взаимодействовать со специалистами смежного профиля при разработке методов, средств и технологий применения объектов профессиональной деятельности.
ПК 1.4. Участвовать в экспериментальном тестировании информационной системы на этапе опытной эксплуатации, фиксировать выявленные ошибки кодирования в разрабатываемых модулях информационной системы.
ПК 2.3. Применять методики тестирования разрабатываемых приложений.
Задания к выполнению самостоятельных работ
Самостоятельные работы выполняются индивидуально  в свободное  от занятий время. 
Студентобязан:
· перед выполнением самостоятельной работы, повторить теоретический материал, пройденный на аудиторных занятиях;
· выполнитьработусогласнозаданию;
· по каждой самостоятельной работе представить преподавателю отчет в виде письменной работы;
· ответитьнапоставленныевопросы. 
При выполнении самостоятельных работ студент должен сам принять решение об оптимальном использовании возможностей программного обеспечения. Если по ходу выполнения самостоятельной работы у студентов возникают вопросы и затруднения, он может консультироваться у преподавателя. Каждая работа оценивается по пятибалльной системе. Критерии оценки приведены в конце методических рекомендаций.
Содержание внеаудиторной самостоятельной работы
Раздел 1. Элементы комбинаторики
Тема 1.1. Элементы комбинаторики
Самостоятельная работа № 1
Цель: получить навыки по расчету количества выборок заданного типа в заданных условиях; получить представление о применении комбинаторики в различных областях науки
Теоретический материал 
Элементы комбинаторики
1. Принцип умножения
Пусть необходимо  выполнить одно  за другим  одновременно r  действий. Если первое действие можно вы​полнить n1 способами, после чего второе - n2способами и т.д. до  r - того действия, которое можно выполнить    nr  спосо​бами,  то все    rдействий вместе можно выполнить  n1, n2…nr   способами.
Пример:   Сколько   существует двузначных чисел?
Способ 1:  (принцип умножения)
Выбирается две  цифры,   поэтому       r= 2.  Первая цифра может быть любой,   кроме 0.  Потому    n1= 9.   Вторая цифра может быть любой,   т.е. n2=10.   итак    двузначных чисел: n1n2=9 . 10=90.
Способ2.  (пере6ора)
10   20    30   ………..90
11   21    31  …………91          прямоугольная таблица 10 . 9=90
12   22    32  …………92
………………………….
19   29    39  ………...99
Пример: Бросают  три игральные кости и наблюдают за числом очков,  появившихся на   каждой кости. Сколько различных исходов опы​та возможно?
Решение: Бросают три игральные кости,  поэтому по принципу умножения r= 3,  На выпавшей грани "первой" игральной кости может появить​ся одно очко,  два очка, ...  шесть очков.  Поэтому    n1= 6.  Анало​гично  n2= 6,     n3= 6. Итак, число всех исходов опыта     n1n2n3= 6 .6 .6=216.
Пример: Сколько существует нечетных трехзначных чисел? 
Решение:По принципу умножения   r  = 3 ;n1 = 9,  т.к. первая цифра может быть любой,  кроме 0;  n2 =  10,  т. к.  вторая цифра может быть любой ; n3 = 5,  т.к.  третья цифра должна быть нечетной. Итак, всех возмож​ностей
n1n2n3  =9 . 10 . 5=450.
Замечания к принципу умножения. Если на выполнение какого-ли​бо из rдействий наложено ограничение, то подсчет удобнее начи​нать с  выполнения именно  этого действия.
Пример: В машине 7 мест,   одно место водителя.  Сколькими спо​собами могут сесть  в машину 7 человек,   если место водителя могут занять только трое из них?
Решение: По принципу умножения r = 7. Начнем с места водителя n1 = 3, следующее место может занять любой из 6 оставшихся человек, т.е. n2 = 6, следующее место может занять любой из 5 оставшихся человек и т.д. Поэтому n3 = 5, n4= 4, n5 = 3, n6= 2, n7 = 1.
Итак, всех возможностей:   n1 ∙n2 ∙n3∙ n4∙ n5∙n6∙n7=3∙6∙5∙4∙3∙2∙1 = 2160.
2. Размещения (упорядоченныевыборки).
Пусть А – множество, состоящее из элементов а1, а2,…, аn.
Определение: Упорядоченные наборы, состоящие из r элементов множество А, будем называть размещениями из n элементов множества А по r элементов.
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  по принципу умножения:
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…………
nr= n-(r-1) = n-r+1.
Здесь n, n-1, n-2,…,n-r+1 есть число возможностей для выбора первого, второго, третьего,… r – того элементов.
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3. Перестановки
Определение:  Размещения из n элементов по n элементов называются перестановки из n элементов.
Pn – число перестановок из n элементов.
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Пример: Сколькими способами могут 4 человека разместиться в 4-х местном купе железнодорожного вагона?
Решение:  А = {1, 2, 3, 4} (4 места в купе вагона);  
P4 = 4! = 1∙2∙3∙4 = 24.
4. Сочетания (неупорядоченныевыборки)
А = {а1, а2, а3, …аn}
Определение: Неупорядоченные наборы, состоящие из rэлементов множества А, называются сочетаниями из n элементов по r элементов.    (r
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Пример:  Студенту необходимо сдать 4 экзамена за 10 дней. Сколькими способами можно составить ему расписание, если в один день нельзя сдать более одного экзамена?
Решение: А = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} (10 дней). Поскольку в расписании учитывается порядок экзаменов, то мы имеем дело с упорядоченными выборками, т.е. с размещениями.
Пример: Подрядчику нужны 4 плотника, к нему с предложениями своих услуг обратилось 10 человек. Сколькимиспособамиможнонабратьрабочуюсилу? 
А = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} (плотники).
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Пример.  В розыгрыше первенства по футболу участвуют 10 команд. Известно, что те, кто займет первые 3 места, получают золотую, серебряную и бронзовую медали, а последние двое выбывают. Сколько различных результатов первенства может быть?  
Решение: Нужно выполнить одно за другими два действия:
I. Из десяти команд выбрать три на три первых места.
II. После выполнения первого действия из оставшихся семи команд выбрать две на два последних места.
Итак, по принципу умножения r= 2 ;
n1=
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Различных  результатов первенства может быть: 
n1n2=  720 . 21=15120.
Варианты заданий
Решить комбинаторные уравнения
1. 
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Раздел 2. Основы теории вероятностей
Тема 2.1. Случайные события. Классическое определение вероятности
Самостоятельная работа №2.
Цель: закрепить навыки вычисления вероятности случайных событий.
Теоретический материал 
Классическое определение вероятности
Пусть некоторый опыт может приводить лишь к одному из конечного множества результатов. Эти результаты будем называть элементарными исходами. Предположим, что элементарные исходы удовлетворяют следующим условиям:
1) образуют полную группу, т.е. в каждом испытании обязан появиться какой-нибудь из этих исходов;
2) попарно несовместны, т.е. два различных элементарных исхода не могут появиться в одном испытании;
3) равновозможные, т.е. шансы на появление у всех элементарных исходов одинаковы.
В этих условиях может использоваться классическое определение вероятности. 
Определение: Элементарные исходы, в которых появляются интересующее нас событие, называются благоприятными этому событию.
Определение: Вероятностью события А называются число P(А), равное отношению числа исходов испытания, благоприятствующих событию А к общему числу исходов: 

[image: image18.emf]P ( A )=
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где n – общее число исходов испытания, m – число исходов, благоприятствующих событию А.
Пример:  Бросается один раз игральная кость. Какова вероятность выпадения нечетного числа очков?
Решение: Опыт состоит в бросании игральной кости 1 раз и наблюдении за числом очков, появившихся на верхней грани.
Все исходы опыта: 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Число всех исходов: n = 6.
Рассмотрим событие А – выпало нечетное число очков. Исходы благоприятствующие А: 1, 3, 5.
Число исходов, благоприятствующих А :  m = 3
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Пример: Ребенок играет с шестью буквами разрезной азбуки А, В, К, М, О, С. Какова вероятность того, что при случайном расположении букв в ряд получится слово «МОСКВА»?
Решение:Опыт состоит  в случайном расположении шести букв в ряд.  Все исходы опыта – множество перестановок из шести различных букв.
Число всех исходов: n = P6=6! = 1.2.3.4 .5.6=720.
Рассмотрим событие А – при случайном расположении шести букв в ряд получено слово «МОСКВА». Очевидно, что такое расположение букв единственно, т.е. m=1. Найдем вероятность события А:     P(A)=
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Пример: В ящике находится 20 деталей, из них 8 бракованных. Из ящика наудачу извлекают 5 деталей. Найти вероятность того, что среди них окажутся две бракованные детали.
Решение:  Опыт состоит в выборе наудачу 5 деталей из 20. Все исходы опыта – множество сочетаний из 20 деталей (находящихся в ящике) по 5.
Число всех исходов опыта n=
[image: image21.emf]С
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Рассмотрим событие А – среди 5 деталей, извлеченных из ящика, две бракованные.
Если среди 5 деталей две бракованные, то остальные 3 небракованные. Тогда число исходов, благоприятствующих 
событию А, можно найти по принципу умножения. Нужно выполнить одно за другим два действия: из 8 бракованных выбрать 2 детали и затем из 12 небракованных выбрать 3 детали. Первое действие можно выполнить n1=
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8

2

второе действие можно выполнить n2=
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 способами. Итак, m=n1.n2=
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Найдемвероятностьсобытия А:
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Задачи на классическое определение вероятности
Буквой Aобозначаем событие, фигурирующее в условии задачи.
Задача.  Корреспонденция разносится в 5 адресов. Разносчик забыл дома очки и разнес корреспонденцию случайным образом. Какова вероятность того, что вся корреспонденция попала к своимадресатам?
Решение. Элементарным событием является перестановка из 5 адресов. Их число равно
[image: image28.emf]P
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 По смыслу задачи все они равновероятны. Поэтому P(A)= 1/120.
Задача. Цифры 0,1,2,3 написаны на четырех карточках. Карточки расположили в случайном порядке. Какова вероятность того,  что из них сложено 4-х-значное число?
Решение. Элементарным событием является перестановка из 4 карточек. Их всего 4!. Поскольку четырехзначное число не может начинаться с нуля, то событие A состоит из тех перестановок, которые начинаются с карточки с не равной нулю цифрой. Их всего 4!-3!=18. Поэтому P(A)=  18/4! =18/24=3/4.
Задача. Вхоккейном турнире участвуют 6 равных по силе  команд. Каждая команда должна сыграть с каждой одну игру. У Вас есть любимая команда. Вы пришли «поболеть» на турнир на одну из игр, выбранных случайно. Какова вероятность того, что в этой игре будет играть Ваша любимая команда?
Решение. Общее число проведенных игр равноC62=15. Любимая команда участвует в 5 играх из 15. ПоэтомуP(A)= 5/15 = 1/3.     
Задача. В ящике разложено 20 деталей. Известно, что 5 из них являются стандартными. Рабочий случайным образом берет 3 детали. Какова вероятность того, что хотя бы одна деталь стандартная?
Решение. Элементарным событием является сочетание из 20 деталей по 3. Количество таких сочетаний равно C203. В соответствии с решением задачи 11, число сочетаний, содержащих хотя бы одну стандартную деталь равно C203- C153=685.  Поэтому    P(A)=
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Задача. Из 7 карточек разрезной азбуки составлено слово колокол.Эти карточки рассыпали и затем собрали в случайном порядке. Какова вероятность того, что снова получится  слово колокол?
Решение. На карточках имеется 3 буквы о, 2 буквы к, 2 буквы л. Поэтому, первая буква слова колокол может быть выбрана двумя способами, вторая – 3 способами, третья – 2 способами. При уже выбранных первых трех буквах четвертая буква может быть выбрана  еще 2 способами (поскольку одна буква о уже выбрана). Остальные буквы могут быть выбраны только одним способом. Таким образом (см. решение задачи 12), число перестановок карточек, реализующих слово колокол  равно произведению чисел 3, 2, 2, 2 т.е. равен 24. Общее число перестановок карточек равно 7!.Поэтому P(A)= 
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Варианты заданий
Решить задачи
1. Из ящика, в котором 10 белых и 6 черных шаров, берут наудачу 3 шара. Какова вероятность того, что один из них белый, а два черных?
2. Набирая номер телефона, абонент забыл три последние цифры, запомнив лишь, что они различные, набрал их наудачу. Найтивероятностьтого, чтонабранынужныецифры?
3. 25 экзаменационных билетов содержат по две вопроса, которые не повторяются. Студент подготовил 45 вопросов. Какова вероятность того, что вытянутый студентом билет состоит из подготовленных им вопросов?
4. В мастерскую для ремонта поступило 15 телевизоров. Известно, что 6 из них нуждаются в общей регулировке. Мастер берет первые попавшиеся 5 телевизоров. Какова вероятность того, что 2 из них нуждаются в общей регулировке.
5. Из колоды в 52 карты берется наугад 4 карты. Найти вероятность того, что среди этих 4 карт будут представлены все четыре масти.
6. На полке в случайном порядке расставлено 40 книг, среди них находится трехтомник А.С.Пушкина. Некто взял наудачу с полки 5 книг. Найти вероятность того, что среди этих пяти книг есть трехтомник Пушкина.
7. Секретных замок содержит на общей оси 4 диска, каждый из которых разделен на 5 секторов с различными цифрами. Замок открывается только в том случае, если диски установлены так, что образуют определенное число. Найти вероятность того, что при произвольной установке дисков замок откроется.
Раздел 2. Основы теории вероятностей
Тема 2.2. Вероятности сложных событий 
Самостоятельная работа №3.
Цель: закрепить навыки вычисления вероятности случайных событий.
Теоретический материал
Противоположное событие. Теоремы сложения, умножения вероятностей
1. Основныеопределения
Определение: Событие, которое в результате опыта должно произойти непременно, называется достоверным событием.
Определение: Событие, которое в данном опыте не может произойти, называется невозможным.
Вероятность достоверного события равна единице, вероятность невозможного события равна нулю.
Определение: Два события называют несовместными, если появление одного из них  исключает появление другого в одном и том же испытании. 
Определение: Суммой А+В двух событий А и В называется событие, состоящее в появлении хотя бы одного из них, т. е. или событие А или В или А и В вместе.
Определение: Произведением А.В двух событий А и В называется событие, состоящее в совместном появлении события А и события В.
Определение: Противоположнымк А называется событие 
[image: image31.emf]А

, состоящее в том, что А не произошло.
Определение: Два события называются независимыми, если вероятность одного из них не зависит от появления или не появления другого.
Определение: Пусть А и В – зависимые события. Условной вероятностью Р(В|А) (или PA(B)) называют вероятность события В, вычисленную в предположении, что событие А уже наступило.
2. Теоремаумножениявероятностей
Теорема: Вероятность произведения двух независимых событий равна произведению вероятностей этих событий
P(A.B)  = P(A).P(B).
Пример .Какова вероятность того, что при десятикратном бросании монеты герб выпадет 10 раз ? 
Решение: Пусть событие Ai — появление герба при i-м бросании. Искомая вероятность есть вероятность совмещения всех событий Ai (i=1,2,3,...,10), а так как они, очевидно, независимы в совокупности, то применяя формулу (10), имеем 
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Но P(Ai)=1/2 для любого i; поэтому 
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Теорема:  Вероятность произведения двух зависимых событий равна произведению вероятностей одного из них на условную вероятность другого, вычисленную в предложении, что первое уже наступило.
P(A.B)  = P(A).P(B½A).
Для трех зависимых событий:
P(A .B)  = P(A).P(B½A).P(C½A .B).
Пример. Из урны, содержащей 3 белых и 7 черных шаров, вынимают два шара. Какова вероятность того, что оба шара окажутся белыми ? 
Решение: Эта задача уже была решена в п. 3 с помощью классического определения вероятности. Решим ее, применяя формулу (5). Извлечение двух шаров равносильно последовательному их извлечению. Обозначим через А появление белого шара при первом извлечении, а через В — при втором. Событие, состоящее в появлении двух белых шаров, является совмещением событий А и В. По формуле (5) имеем 
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Но Р(А)=3/10; РA(В)=2/9, поскольку после того, как был вынут первый белый шар, в урне осталось 9 шаров, из которых 2 белых. Следовательно, 
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3. Теоремасложениявероятностейнесовместимыхсобытий
Теорема: Вероятность суммы несовместных событий равна сумме вероятностей этих событий:
P(A+B)  = P(A)+P(B).
Пример.В урне 2 зеленых, 7 красных, 5 коричневых и 10 белых шаров. Какова вероятность появления цветного шара? 
Решение: Находим соответственно вероятности появления зеленого, красного и коричневого шаров: Р(зел.)=2/24; Р(кр.)=7/24; Р(кор.)=5/24. Так как рассматриваемые события, очевидно, несовместны, то, применяя аксиому сложения, найдем вероятность появления цветного шара:
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Теорема:
Если A и B – совместные события, то
P(A+B) = P(A)+P(B)-P(A .B).
Для трех и более совместных событий эта формула значительно усложняется. 
Например:
P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)-P(A .B)-P(A .C)-P(B .C)+P(A .B .C).
Пример:Произведен залп из двух орудий по мишени. Вероятность попадания из первого орудия равна 0,85, а из второго – 0,91.  Найти вероятность поражения цели.
Решение: Пусть событие А – хотя бы одно попадание в мишень, событие А1 – попадание в мишень из первого орудия,  событие А2 – попадание в мишень из второго орудия.
Тогда А = А1+А2.
Поскольку события А1 и  А2 совместны, то    
P(A) = P(А1)+P(А2)-P(А1,А2).
Т.к. события А1 и А2 независимы, то  P(A1,A2)=P(A1) ,P(A2),
где P(A1)=0,85, а P(A2)=0,91 по условию задачи.
Итак, P(A) =0,85+0,91-0,85, 0,91=0,9865.
4. Вероятностьпротивоположногособытия
Несколько событий в данном опыте образуют полную группу, если в результате опыта обязательно должно появиться хотя бы одно из этих событий, Отсюда следует, что сумма событий полной группы есть достоверное событие, вероятность которого равна единице.
Если события, образующие полную группу, попарно несовместны, то в результате опыта появится одно и только одно из этих событий. 
Для суммы таких событий справедлива формула
P(A1+A2+….+An) = P(A1)+P(A2)+….+P(An) = 1.
Теорема: Два противоположных друг другу события образуют полную группу: 

[image: image37.emf]P ( A )+ P ( A )=1 .


Пример:  В партии содержится 20 деталей, среди которых 4 нестандартных. Для контроля взяли наудачу 3 детали. Найти  вероятность того, что хотя бы одна из взятых деталей нестандартна.
Решение:  Пусть событие А – хотя бы одна из взятых деталей окажется нестандартной. Рассмотрим событие
[image: image38.emf]А

, противоположное событию А:
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 - среди взятых деталей нет нестандартных.  Вычислим вероятность события 
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Теперь вычислим вероятность искомого события:
P(A) = 1-
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Пример: Перегорела одна из пяти электроламп, включенных в сеть последовательно. С целью устранения повреждения наудачу выбранную лампочку заменяют годной, после чего сразу проверяется исправность линии. Если повреждение не устранено, то заменяется другая лампочка. Найти вероятность того, что повреждение будет устранено только после замены третьей лампочки.
Решение: Пусть событие А – повреждение будет исправлено после замены третьей лампы.
Рассмотрим следующие три события:
А1 –    первая замененная лампа оказалась перегоревшей;
А2 – 
вторая замененная лампа оказалась перегоревшей;
А3 –    третья замененная лампа оказалась перегоревшей.
Тогда: А = 
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Поскольку события 
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зависимы, то 
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Вероятность события 
[image: image46.emf]A
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 есть вероятность того, что первая замененная лампа оказалась исправной
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Условная вероятность 
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 - вероятность того, что вторая замененная лампа оказалась исправной, если известно, что первая замененная лампа также исправна.
Поэтому 
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Наконец, условная вероятность 
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 есть вероятность того, что третья замененная лампа оказалась перегоревшей, если известно, что первая и вторая замененные лампы были исправными.
Откуда 
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Теперь подсчитаем искомую вероятность: P(A)=
[image: image53.emf]4

5

⋅

3

4

⋅

1

3

= 0,2


Пример:Вероятности того, что деталь нужного вида находится в первом, втором, третьем ящике соответственно равны 0,7; 0,8; 0,9. Найти вероятность того, что деталь содержится не менее,  чем в двух ящиках.
Решение: Пусть событие А – деталь нужного вида находится не менее, чем в двух ящиках. Рассмотрим следующие три события:

А1 – деталь нужного вида имеется в 1-ом ящике;

А2 – деталь нужного вида имеется во 2-ом ящике;

А3​​-  деталь нужного вида имеется в 3-ем ящике.
Событие B1=
[image: image54.emf]А
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 заключается в том, что нужного вида деталь имеется во 2-ом и 3-ем ящиках, но ее нет в 1-ом ящике. Событияимеетсяво 2-ом и 3-ем независимы, поэтому
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Событие 
[image: image56.emf]B
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 заключается в том, что нужного вида деталь имеется в 1-ом и в 3-ем ящиках, но ее нет во 2-ом ящике.
Событие B3=A1,A2,
[image: image57.emf]A
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заключается в том, что нужного вида деталь имеется в 1-ом и 2-ом ящиках, но ее нет в 3-ем ящике.

[image: image58.emf]P ( B
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Наконец, событие B4=A1 ,A2,A3 заключается в том, что нужного вида деталь имеется и в 1-ом, и во 2-ом, и в 3-ем ящиках.
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Событие А произойдет тогда, когда произойдет одно из событий:
или В1, или В2, или В3, или В4. Поэтому  А=В1+В2+В3+В4.
Поскольку события В1, В2, В3, В4 несовместны, то 
P(A)=P(В1)+P(В2)+P(B3)+P(B4).
Вычисляем:
P(A)=0,216+0,126+0,056+0,504=0,902.
Варианты заданий
Решить задачи
Теорема умножения вероятностей
1. Вероятность того, что стрелок при одном выстреле попадает в мишень, равна р = 0,9. Стрелок произвел 3 выстрела. Найти вероятность того, что все 3 выстрела дали попадание. Отв. 0,729.
2. Брошены монета и игральная кость. Найти вероятность совмещения событий: "появился "герб", "появилось 6 очков". Отв. 1 / 12.
3. В двух ящиках находятся детали: в первом — 10 (из них 3 стандартных), во втором — 15 (из них 6 стандартных). Из каждого ящика наудачу вынимают по одной детали. Найти вероятность того, что обе детали окажутся стандартными. Отв. 0,12.
4. В студии телевидения 3 телевизионных камеры. Для каждой камеры вероятность того, что она включена в данный момент, равна р = 0,6. Найти вероятность того, что в данный момент включена хотя бы одна камера (событие A). Отв. 0,936.
5. Чему равна вероятность того, что при бросании трех игральных костей 6 очков появится хотя бы на одной из костей (событие А)? Отв. 91 / 216.
Теорема сложения вероятностей
1. В денежно-вещевой лотерее на каждые 10000 билетов разыгрывается 150 вещевых и 50 денежных выигрышей. Чему равна вероятность выигрыша, безразлично денежного или вещевого, для владельца одного лотерейного билета? Отв. р = 0,02.
2. Вероятность того, что стрелок при одном выстреле выбьет 10 очков, равна 0,1; вероятность выбить 9 очков равна 0,3; вероятность выбить 8 или меньше очков равна 0,6. Найти вероятность того, что при одном выстреле стрелок выбьет не менее 9 очкоь. Отв. р = 0,4.
3. В партии из 10 деталей 8 стандартных. Найти вероятпость того, что среди наудачу извлеченных 2 деталей есть хотя бы одна стандартная. Отв. р = 44 / 45.
4. В ящике 10 деталей, среди которых 2 нестандартных. Найти вероятность того, что в наудачу отобранных 6 деталях окажется не более одной нестандартной детали. Отв.p = 2 / 3.
У к а з а н и е. Если А — нет ни одной нестандартной детали, В — есть одна нестандартная деталь, то
P (A + B) = P (A) + P (B) = C68 / C610 + C12 * C58 / C610
Раздел 2. Основы теории вероятностей
Тема 2.3. Схема Бернулли
Самостоятельная работа №4.
Цель: закрепить навыки вычисления вероятности случайных событий по схеме Бернулли.
Теоретический материал
Схема Бернулли. Формула Бернулли
1. Схема Бернулли. Формула Бернулли
Пусть производится n независимых однотипных испытаний, в каждом из которых событие А может появиться с вероятностью Р. Тогда вероятность непоявления события А, т.е. Р(
[image: image61.emf]А

) равна  q=1-p. 
Вероятность того, что событие А произойдет в этих nнезависимых испытаниях ровно k раз,  можно вычислить по формуле Бернулли
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Для определения вероятности появления события A менее m раз (k < m), более m раз (k > m), хотя бы один раз (
[image: image63.emf]k ≥1

) и т. п. могут быть использованы формулы:
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Пример: Прибор состоит из пяти узлов. Надежность (вероят​ность безотказной работы в течение времени t ) для каждого узла равна 0,9. Узлы выходят из строя независимо один от друго​го. Найти вероятность того, что за время t откажут ровно два узла.
Решение: Рассмотрим событие А - выход узла из строя за время t. Число узлов n=5. Число отказавших узлов за время t: k=2.  
Р(А)  - вероятность выхода узла из строя: p=P(A)=0,1. Тогда q=1-p=1-0,1=0,9.
Теперь вычислим искомую вероятность по формуле Бернулли:
 Р5(2) =
[image: image67.emf]С
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(0,1)2.(0,9)3=10.0,01.0,729=0,0729.
Пример . Всхожесть семян данного растения равна 90 %. Найти вероятность того, что из четырех посеянных семян взойдут: а) три; б) не менее трех.
Решение
а) Искомую вероятность находим с помощью формулы Бернулли (14), учитывая что 
[image: image68.emf]n= 4

, 
[image: image69.emf]k =3

, 
[image: image70.emf]p=0,9

, 
[image: image71.emf]q =1− p= 0,1

.
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б) «Не менее трех» означает, что из четырех семян взойдут или три, или четыре. Так как эти события несовместны, то по теореме сложения искомая вероятность равна
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.
2. ПредельныетеоремыдлясхемыБернулли
Теорема Пуассона. (Отметим, что на практике эта теорема применяется при
[image: image74.emf]λ
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 Это означает, что p должно быть очень малым числом). Пусть имеется n независимых испытаний с вероятностью р успеха в одном испытании и q- вероятностью неудачи. Тогда для любого фиксированного m справедливо соотношение
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Пример.Машинистка печатает текст, который содержит 20000 знаков. Каждый знак может быть напечатан неправильно с вероятностью 0.0004. Какова вероятность того, что в тексте не менее 3 опечаток?
Решение. Если опечатку считать успехом, то к этой задаче применима схема Бернулли при p=0.0004, n=20000. Поскольку λ=np=8, то можно использовать предельную теорему Пуассона. Поэтому, искомая вероятность равна 1-Pn0- Pn1- Pn2=1-e-8- 8 e-8-(64/2) e-8= 1-41 e-8=0.986.
Пример.Монета бросается 100 раз. Найти приближенно вероятность того, что герб выпадет 40 раз. (Воспользоваться таблицей )
Решение.Если считать успехом выпадение герба, то вероятность успеха равна 1/2. Поэтому используя предельную локальную теорему Муавра-Лапласа, получим   
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Таким образом, используя таблицы для плотности нормального распределения, получим P(A)=0.0108.
Интегральная теорема Муавра-Лапласа. Пусть имеется n независимых испытаний с вероятностью успеха p, 
[image: image79.emf]0 < p < 1

, в одном испытании и 
[image: image80.emf]q =1− p

 - вероятностью неудачи. Величина 
[image: image81.emf]p

не зависит от n. Тогда .для любых вещественных чисел a<b  при   
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Здесь  Φ(x)=
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- функция Лапласа, значения которой заданы в таблицах, приведенных в большинстве задачников по вероятности и математической статистике. 
Пример.При рождении ребенка вероятность рождения мальчика равна 0.512. Найти вероятность того, что среди 1000 новорожденных мальчиков родится больше, чем девочек.
Решение.Пусть A – это событие, соответствующее вопросу задачи, m – это число рожденных мальчиков. Нетрудно видеть, что P(A) = P(m>500). Поскольку n=1000 можно считать достаточно большим, то  применим интегральную теорему Муавра-Лапласа, согласно которой
P(A)=P(
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Варианты заданий
Решить задачи
1. В магазин поступила партия лампочек, среди них 3 % составляет брак. Найтивероятностьтого, чтоиз 5 купленныхлампочек 4 будутхорошими.
2. Вероятность изготовления на автоматическом станке бракованной детали равна 0,1. Какова вероятность того, что из четырех деталей бракованных окажется не более двух?
3. При установившемся технологическом процессе автомат производит 0,75 числа деталей первого сорта и 0,25 – второго. Установить, что является более вероятным – получить 3 первосортных детали среди 5 наудачу отобранных или 4 первосортных среди 6 наудачу отобранных?
4. Среди изделий, произведенных а станке-автомате, в среднем бывает 90 % изделий первого сорта. Какова вероятность того, что среди 5 наудачу выбранных изделий будет не менее 4 первого сорта?
5. Что вероятнее: выиграть у равносильного противника не менее 3 партий из 4 или не менее 5 из 8?
6. Вероятность банкротства одной из 5 фирм к концу года равна 0,2. Какова вероятность того, что к концу года обанкротится не более двух фирм?
Раздел 3. Дискретные случайные величины (ДСВ)
Тема 3.1. Понятие ДСВ. Распределение ДСВ. Функции от ДСВ
Самостоятельная работа №5.
Цель: закрепить навыки вычисления ДСВ, функции ДСВ.
Теоретический материал
Случайные величины. ДСВ. Распределение ДСВ
1. Случайныевеличины
Определение: Случайной величиной называется величина, которая в результате опыта примет одно и только одно возможное значение, при этом зара​нее неизвестно, какое именно.
Определение: Дискретной называют случайную величину, которая принимает от​дельные, изолированные значения.
Случайную величину в дальнейшем мы будем обозначать большой буквой Х, а ее возможные значения маленькой буквой х.
Например, Х- число попаданий при трех выстрелах. Возможные значения этой случайной величины: х1=0, х2=1, х3=2, х4=3.  Рассмотрим случайную величину Х  с возможными зна​чениями х1, х2,…хn .  Каждое из этих значений случайная величина может принять с некоторой вероятностью:
Р(Х=х1)=р1, Р(Х=х2)=р2, … Р(Х=хn)=рn.
В результате опыта случайная величина Х примет только одно из этих значений, т.е. произойдет только одно из полной группы событий: Х=х1 ,Х=х2, … Х=хn.
Поскольку сумма вероятностей  полной группы попарно несовмест​ных событий равна 1, то    
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Определение: Законом распределения ДСВ называется соотношение между ее возможными значениями и их вероятностями (т. е. вероятностями, с которыми случайная величина принимает эти возможные значения).
Закон распределения может быть задан формулой (формулы Бернулли, Пуассона и др.), таблицей или графиком, а также функцией распределения.
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называется законом или рядом распределения дискретной случайной величины.
Пример ДСВ [image: image87.wmf]X

 – число точек на грани игрального кубика, выпадающее при его подбрасывании. 
!Задание привести пример ДСВ из окружающей жизни
Закон распределения может быть задан формулой (формулы Бернулли, Пуассона и др.), таблицей или графиком, а также функцией распределения.
2. Примерпостроениярядараспределения ДСВ
Пример: Два стрелка стреляют по мишени, делая по два выстре​ла каждый.   Вероятность попадания в мишень при каждом выстреле для первого стрелка равна 0,7, а для второго  - 0,6. Построить ряд распределения случайной величины Х – общего числа попаданий в мишень. Найти числовые характеристики этой случайной величины.
Решение: Случайная величина Х -  общее число попаданий в мишень может принимать следующие значения:    х1=0, х2=1, х3=2, х4=3, х5=4.
Случайная величина Х примет значение х1=0. когда прои​зойдет событие  С - ни один из стрелков не попал в мишень. Со​бытие  С  произойдет в том случае, если одновременно произойдут следующие четыре события:
А1 - 1-й стрелок не попал в мишень при первом выстреле;
А2 - 1-й стрелок не попал в мишень при втором выстреле;
В1 - 2-й стрелок не попал в мишень при первом выстреле;
В2 - 2-й стрелок не попал в мишень при втором выстреле.
Отсюда следует: что событие С равно произведению независимых событий А1, А2, В1, В2.  С= А1.А2.В1.В2.
Откуда Р(С)=Р(А1).Р(А2).Р(В1).Р(В2).   
По условию задачи 1-й стрелок попадает в мишень вероятностью 0,7, а 2-й - с вероятностью 0,6. Тогда вероятности непопадании в мишень для каждого стрелка будут следующими:
Р(А1) =Р(А2)=1-0,7=0,3;              Р(В1 )=Р(В2)=1-0,6=0,4.
Вероятность того, что случайная величина Х примет значе​ние х1= 0, равна вероятности события С :
Р(Х=0)=Р(С)=0,3 .0,3 .0,4 .0,4=0,0144.
Аналогично подсчитываем и другие вероятности:
Р(Х=1)=0,7.0,3.0,4 .0,4+0,3.0,7.0,4 .0,4+0,3.0,3.0,6.0,4+0,3.0,3.0,4 . 
.0,6=0,1104.
Р(Х=2)=0,7.0,7.0,4 .0,4+0,3 .0,3 .0,4 .0,4+4 .(0,7 .0,3 .0,6 .0,4)=0,3124.
Р(Х=3)=0,3.0,7.0,6.0,6+0,7.0,3.0,6.0,6+0,7.0,7.0,4.0,6+0,7.0,7.0,6.0,4==0,3864.
Р(Х=4)=0,7 .0,7 .0,6 .0,6=0,1764.
Составим ряд распределения случайной величины  Х.
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Проверимтождество
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0,0114+0,1104+0,З124+0,3864+0,1764 =1. 
Вариантызаданий
Решитьзадачи
1. Связь с дрейфующей станцией могут поддерживать три радиостанции.  Вступает с ней в двустороннюю связь та радиостан​ция,  которая первая примет позывные дрейфующей станции.  Причем принять сигналы дрейфующей станции   для каждой радиостанции име​ет одну и ту же вероятность, равную 1/3. Дрейфующая станция бу​дет устанавливать связь 4 раза в сутки. Составить ряд распреде​ления случайной величины - числа вступлений в двустороннюю связьдлярадиостанции №1.
2. Вероятность изготовления нестандартной детали равна 0,1. Для проверки на качество ОТК берет из партии не более четырех деталей. При обнаружении нестандартной детали вся партия задерживается. Составить ряд распределения числа подвергшихся проверке деталей.
3. В цехе брак составляет 5% всех изделий. Составить ряд распределения числа бракованных изделий из трех взятых наудачу. 
4. В благоприятном режиме устройство выдерживает три применения без регулировок, перед четвертым его приходится регулировать. В неблагоприятном режиме его приходится регулиро​вать после первого же применения. Вероятность того,  что устройст​во попадает в благоприятный режим, равна 0,7,  в неблагоприятный -0,3.  Рассматривается случайная величина - число применений устрой​ства до регулировки. Найти ее ряд распределения.
Раздел 3. Дискретные случайные величины (ДСВ)
Тема 3.3. Биномиальное распределение. Геометрическое распределение
Самостоятельная работа №6.
Цель: закрепить навыки вычисления биноминального и геометрического распределения.
Теоретический материал
Биномиальное распределение.
Говорят, что случайная величина ξ имеет биномиальное распределение с параметрами n и p, где 0 £p£, n и пишут ξÎВn,р, если ξ принимает значения 0, 1, …,n с вероятностями P(ξ  = k) = Cnkpk (1-p)n-k . Случайная величина ξ с таким распределением имеет смысл числа успехов в n испытаниях схемы Бернулли с вероятностью успеха р .
Таблица распределения ξ имеет вид
	ξ
	0
	1
	…
	k
	…
	n

	Р
	(1-p)n
	n p(1-p)n-1
	…
	Cnkpk (1-p)n-k
	…
	Pn


Вернемся к схеме независимых испытаний и найдем закон распределения случайной величины Х – числа появлений события А в серии из п испытаний. Возможные значения А: 0, 1, …, п. Соответствующие им вероятности можно вычислить по формуле Бернулли:

[image: image89.emf]p ( Х = k ) =C
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                                                      (4.2)
( p – вероятность появления А в каждом испытании).
Такой закон распределения называют биномиальным, поскольку правую часть равенства (4.2) можно рассматривать как общий член разложения бинома Ньютона:
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Пример. Составим ряд распределения случайной величины Х – числа попаданий при 5 выстрелах, если вероятность попадания при одном выстреле равна 0,8.
р(Х=0) = 1·(0,2)5 = 0,00032; р(Х=1) = 5·0,8·(0,2)4 = 0,0064; р(Х=2) = 10·(0,8)2·(0,2)3 = 0,0512; р(Х=3) = 10·(0,8)3·(0,2)2 = 0,2048; р(Х=4) = 5·(0,8)4·0,2 = 0,4096; р(Х=5) = 1·(0,8)5 = 0,32768. Таким образом, ряд распределения имеет вид:
	х
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	р
	0.00032
	0.0064
	0.0512
	0.2048
	0.4096
	0.32728


Геометрическое распределение.
Говорят, что случайная величина τ имеет геометрическое распределение с параметром р, где 0 £ p £, n, и пишут τ ÎGр, если τ принимает значения 1, 2, 3, …с вероятностями P(τ = k) = p (1-p)k-1. Случайная величина τ с таким распределением имеет смысл номера первого успешного испытания в схеме Бернулли с вероятностью успеха р .
Таблица распределения τ имеет вид
	τ
	1
	2
	…
	k
	…

	Р
	p
	Р (1 – р)
	…
	p (1-p)k-1
	…


Заметьте, что со всеми этими распределениями мы уже хорошо знакомы.
Но распределения случайных величин далеко не исчерпываются дискретными распределениями. Так, например, если точка бросается наудачу на отрезок [0,1], то можно задать случайную величину, равную координате этой точки. Но число значений этой случайной величины несчетно, так что ее распределение дискретным не является. Да и вероятность этой случайной величине принять каждое из своих возможных значений (попасть в точку) равна нулю. Так что не только таблица распределения не существует, но и соответствие «значение величины « вероятность его принять» ничего не говорит о распределении случайной величины.
Какими же характеристиками еще можно описать распределение?
Варианты заданий
Решить задачи
Задача 1.В связке из 3 ключей только один ключ подходит к двери. Ключи перебирают до тех пор, пока не отыщется подходящий ключ. Построить закон распределения для случайной величины x – числа опробованных ключей. 
Задача 2.В партии 10% нестандартных деталей. Наугад отобраны 4 детали. Написать биноминальный закон распределения дискретной случайной величины 
[image: image91.emf]X

 – числа нестандартных деталей среди четырех отобранных и построить многоугольник полученного распределения.
Задача 3. Две игральные кости одновременно бросают 2 раза. Написать биноминальный закон распределения дискретной случайной величины 
[image: image92.emf]X

– числа выпадений четного числа очков на двух игральных костях.
Задача 4.По цели производится 5 выстрелов. Вероятность попадания для каждого выстрела равна 0,4. Найти вероятности числа попаданий и построить многоугольник распределения.
Раздел 4. Непрерывные случайные величины (НСВ)
Тема 4.1. Понятие НСВ. Равномерно распределенная НСВ. Геометрическое определение вероятности.
Самостоятельная работа №7.
Цель: получить навыки по вычислению вероятностей для равномерно распределенной НСВ и для случайной точки, равномерно распределенной в плоской фигуре
Теоретический материал
Непрерывные случайные величины (НСВ)
Множество значений непрерывной случайной величины несчетно и обычно представляет собой некоторый промежуток конечный или бесконечный.
Пусть Х - некоторое действительное число. Вероятность события, состоящего в том, что с.в. Х  примет значение, меньшее х, обозначим F(x), т.е. F(x)=Р(Х<х).
Определение: Функция F(x) называется функцией распределения с.в.Х или интегральной функцией.
Например, значение функции F(x) при х=2 равно вероятности того, что с.в. Х в результате испытания примет значение, меньшее двух, т.е. F(2)=Р(Х<2).
Определение: С. в. называется непрерывной (НСВ), если ее функция распределения F(x) является непрерывной функцией.
Свойства функции распределения:
1. F(x)- неубывающая функция;
2. 
[image: image93.emf]lim

x →−∞

F ( x )=0

;  
[image: image94.emf]lim

x →∞

F ( x )=1

;
3. Р(а≤Х<в)= F(в)-F(а).
Определение: Функция f(x)= F′(x) называется плотностью распределениявероятностей НСВ Х.
Функция f(x) существует во всех точках, где существует производная от функции распределения.
Определение: Плотность распределения называют также дифференциальной функцией распределения.
График функции плотности распределения называется кривой распределения, и  площадь, ограниченная кривой распределения и осью абсцисс, равна единице. Тогда  геометрически значение функции распределения F(x) в точке х0 есть площадь, ограниченная кривой распределения и осью абсцисс и лежащая левее точки х0.
Свойства плотности распределения:
1. f(x)≥0;
2. 
[image: image95.emf]∫

−∞

∞

f ( x ) dx =1 ;

(характеристическое свойство)
3.         Р(а<Х<в)= 
[image: image96.emf]∫

a

b

f ( x ) dx .


Зная плотность распределения f(x), можно найти функцию распределения F(x) по формуле
F(x)=
[image: image97.emf]∫

−∞

x

f ( t ) dt

.
Пример:  Функция плотности непрерывной случайной величины имеет вид:

[image: image98.emf]f ( x )=

{

0, x ∉[ 0,2 ]

Cx

2

, x ∈[ 0,2 ]


Определить константу C, построить функцию распределения F(x) и вычислить вероятность 
[image: image99.emf]P { −1≤ x ≤1 }

.
Решение. Константа C находится из условия
[image: image100.emf]∫

− ∞

∞

f ( x ) dx =1 .

 Имеем:

[image: image101.emf]1=
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 откуда C=3/8.
Чтобы построить функцию распределения F(x), отметим, что интервал [0,2] делит область значений аргумента x (числовую ось) на три части: 
[image: image102.emf](−∞ ,0 ) , [ 0,2 ] , ( 2, ∞ ) .

 Рассмотрим каждый из этих интервалов. В первом случае (когда x<0)  вероятность события {Х<x} вычисляется так:

[image: image103.emf]F ( x ) =P ( X < x )=

∫

− ∞

x

f ( t ) dt =

∫

−∞

x

0 dt =0 ,


так как плотность х на полуоси 
[image: image104.emf](−∞ ,0 )

равна нулю. 
Во втором случае

[image: image105.emf]F ( x ) =

∫

−∞
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Наконец, в последнем случае, когда x>2,

[image: image106.emf]F ( x ) =

∫

−∞

x

f ( t ) dt =

∫

− ∞

0

f ( t ) dt +

∫

0

2

f ( t ) dt +
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2

x

f ( t ) dt =0 +

3

8

∫

0
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t
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dt =0 + 1 + 0 =1 ,

 так как плотность 
[image: image107.emf]f ( x )

 обращается в нуль на полуоси 
[image: image108.emf]( 2, ∞ )

. 
Итак, получена функция распределения 

[image: image109.emf]F ( x ) =

{

0, x < 0

x

3

8

, 0≤ x ≤2

1, x > 2


Вероятность 
[image: image110.emf]P { −1≤ X ≤1 }

 вычислим по формуле 
[image: image111.emf]P {a ≤ X ≤ b }= F ( b )− F ( a )

. Таким образом, 
[image: image112.emf]P { −1≤ X ≤1 }= F ( 1 )− F (−1 )=1 / 8−0 .


Нахождение интегральной функция распределения НСВ
Пример: Дана плотность распределения случайной величины X: 
[image: image113.emf]f ( x )=

{

0 при x ≤0,

Ax

2

при 0 < x ≤2,

0 , при x > 2 .


Требуется:
а) найти параметр A; 
б) функцию распределения случайной величины X;
в) построить график функции распределения;
г) найти вероятность попадания случайной величины X в интервал 
[image: image114.emf]( 1 / 2 ; 1 )

.
Решение:
а) Параметр A подберем так, чтобы выполнялось свойство (2) плотности распределения: 
[image: image115.emf]∫
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[image: image117.emf]8

3

A =1

.
Отсюда 
[image: image118.emf]A =

3

8

.
б) Функцию распределения 
[image: image119.emf]F ( x )

 будем искать на каждом интервале отдельно.
Для значений 
[image: image120.emf]x ≤0



[image: image121.emf]F ( x ) =

∫
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f ( t ) dt =0

,
Для значений 
[image: image122.emf]0 < x ≤2
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Для значений 
[image: image124.emf]x > 2



[image: image125.emf]F ( x ) =
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Таким образом, 
[image: image126.emf]F ( x )=

{

0 при x ≤0,

x
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при 0 < x ≤2,

1 , при x > 2 .


[image: image280.png]



График этой функции изображен на рисунке 
в) Вероятность попадания случайной величины X в интервал 
[image: image127.emf]( 1 / 2 ; 1 )

 вычисляем по формуле 
[image: image128.emf]P ( α < X < β )= F ( β )− F ( α )

:
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.
Равномерное распределение
Равномерным называют распределение вероятностей непрерывной случайной величины X, если на отрезке 
[image: image130.emf][ a ; b ]

, которому принадлежат все возможные значения X, плотность распределения сохраняет постоянное значение, а именно:

[image: image131.emf]f ( x )=

1

b −a

,
вне этого отрезка 
[image: image132.emf]f ( x )= 0

.
Пример: Автобусы некоторого маршрута идут с интервалом 5 минут. Найти вероятность того, что пришедшему на остановку пассажиру придется ожидать автобуса не более 2 минут.
Решение: Время ожидания является случайной величиной, равномерно распределенной в интервале [0, 5]. Тогда
[image: image133.png]_/(x):%, p(0$xs2):§:0,4




Пример: Случайная величина равномерно распределена на отрезке [0,2]. Найти плотность случайной величины 
[image: image134.emf]η= −

√

ξ + 1

.
Решение: Из условия задачи следует, что 

[image: image135.emf]p
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( x )=

{
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Далее, функция 
[image: image136.emf]y = −

√

x + 1

является монотонной и дифференцируемой функцией на отрезке [0,2] и имеет обратную функцию 
[image: image137.emf]x =ϕ
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, производная которой равна
[image: image138.emf]dϕ
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 Следовательно,
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.
Значит, 

[image: image140.emf]р
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Варианты заданий
Решить задачи
1.  Плотность распределения с.в. Х задана следующей функцией:

[image: image141.emf]f ( x )=¿
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1) Найти а, F (x).
2) Построить графики функций f(x),  F(x).
3) 3) Вычислить Р(0<X<
[image: image142.emf]Π

2

).
2. С.в. Х задана функцией распределения

[image: image143.emf]F ( x ) =¿ {0 , x < 2 ; ¿ { ( x −2 )

2

, 2 ≤ x ≤3 ;
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1) Найти f(x).
2) Построить графики функций f(x),  F(x).
3) Вычислить Р(2,5<X<3,5).
3. Случайная величина 
[image: image144.emf]ξ

 равномерно распределена на отрезке [1,3]. Найти плотность распределения случайной величины 
[image: image145.emf]η= ξ

2

+ 1

.
4. Случайная величина 
[image: image146.emf]ξ

 равномерно распределена на отрезке [-1,1]. Найти плотность распределения случайной величины 
[image: image147.emf]η= − ln ( ξ + 2 ) .


5. Случайные величины x и h независимы и равномерно распределены на отрезках [0, 2] и [3,4] соответственно. Вычислить плотность суммы x+h.
6. Случайные величины x и h независимы и равномерно распределены на отрезках [0, 4] и [1,2] соответственно. Вычислить плотность суммы x+h.
7. Случайные величины x и h независимы и равномерно распределены на отрезках [1, 3] и [2,4] соответственно. Вычислить плотность суммы x+h.
Тема 4.2. Функция плотности НСВ. Интегральная функция распределения НСВ. Характеристики НСВ
Самостоятельная работа №8.
Цель: получить навыки по вычислению вероятностей и нахождение характеристик для НСВ с помощью функции плотности
Теоретический материал
Числовые характеристики НСВ
Математическое ожиданиес.в. Х находится по формул
М(Х)= 
[image: image148.emf]∫

−∞

∞

xf ( x ) dx

,
если сходится несобственный интеграл.
Дисперсиейс.в. Х называют несобственный интеграл  
Д(Х)= 
[image: image149.emf]∫

−∞

∞

( x − M ( X ) )

2

⋅ f ( x ) dx

,
если он сходится.
Для вычисления дисперсии более удобна следующая формула:
Д(Х)= 
[image: image150.emf]∫

−∞

∞

x

2

⋅ f ( x ) dx − ( M ( X ) )

2

.


Пример.  Случайная величина Х  задана плотностью распределения

[image: image151.emf]f ( x )=

{

0     при    x ≤0,

x −

1

4

x

3

   при  0< x < 2,

0    при   x ≥2 .


Найти математическое ожидание, дисперсию и среднеквадратичное отклонение с.в. Х.
Воспользуемся определениями.

[image: image152.emf]M [ X ]=

∫

−∞

+ ∞

xf ( x ) dx =

∫

0

2

x
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4
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|
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.

[image: image153.emf]M [ X

2

] =

∫

− ∞

+ ∞

x

2

f ( x ) dx =

∫

0

2

x

2

(

x −

1

4

x

3

)

dx =
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1

4

x

4

−

1
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2

=
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.

[image: image154.emf]D [ X ] = M [ X

2

]− M

2

[ X ] =

4

3

−

256

225

=

44

225

.

[image: image155.emf]σ [ X ]=

√

D [ X ]=

2

√

11

15

.
Пример: Плотность распределения с.в. задана функцией

[image: image156.emf]f ( x )=¿

¿

¿

¿ ¿ ¿


1) Найти а, F(x), М(Х), Д(Х).
2) Вычислить Р(-2<X<1/2).
Решение:      Для нахождения параметраа воспользуемся свойством плотности распределения вероятностей:  
[image: image157.emf]∫

−∞

∞

f ( x ) dx =1 .



[image: image158.emf]∫

−∞

∞

f ( x ) dx = ∫

−∞

− 1

0 ⋅ dx +

∫

−1

0

a ( x + 2 ) dx + ∫
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1
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1
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a = 2 a=1 .

  Отсюда находим  а=
[image: image159.emf]1

2

.
Тогда функцию плотности распределения можно записать следующим образом:

[image: image160.emf]f ( x )=¿

¿

¿

¿ ¿ ¿


Найдем функцию распределения вероятностей F(x):
Для х<-1         F(x)=
[image: image161.emf]∫

−∞

x

0 ⋅ dx = 0 .


Для -1≤х<0    F(x)=
[image: image162.emf]∫

−∞

− 1

0 ⋅ dx + ∫

− 1

x

(

1
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3

4

.


Для 0≤х<1    
[image: image163.emf]F ( x )=

∫

− ∞

− 1

0 ⋅ dx + ∫

−1
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1

2

x +1 ) dx + ∫
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 Для х≥1     

[image: image164.emf]F ( x )=

∫

− ∞

− 1

0 ⋅ dx + ∫
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Следовательно, функция распределения имеет вид:

[image: image165.emf]F ( x )=¿

¿

¿

¿ ¿ ¿


Вычислим числовые характеристики с.в. Х .
Математическое ожидание

[image: image166.emf]M ( X )=
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Дисперсия

[image: image167.emf]D ( X )=

∫

−∞

∞

x
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⋅ f ( x ) dx − ( M ( X ) )
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2)  Вычислим Р(-2<X<1/2).
Вычислить эту вероятность можно двумя способами: с помощью функции плотности или с помощью функции распределения вероятностей.

[image: image168.emf]P (−2< X <
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или
Р(-2<X<1/2)=F(1/2)-F(-2)=
[image: image169.emf](

1

4

⋅

(

1
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)

2

+

3

4

)

−0 =

13

16 .


Варианты заданий
Решить задачи
1. Плотность распределения случайной величины Х имеет вид: 
[image: image170.emf]f ( x )=

{

C ( x + 1 ) , x ∉ [−1,2 ]

0 , x ∈[−1,2 ]


Вычислить константу C, функцию распределения F(Х), М(Х) и вероятность 
[image: image171.emf]P

{

Х

2

< 1

}

.


2. Плотность распределения случайной величины X имеет вид:

[image: image172.emf]f ( x )=

{

C ( x + 1 )

− 3 /2

, x ≥0

0 , x < 0


Вычислить константу C, функцию распределения  F(Х), М(Х), D(X) и вероятность 
[image: image173.emf]P

{

| Х −1 / 3 |< 1

}

.


 закрепить навыки вычисления НСВ, характеристик НСВ.
Тема 4.3. Нормальное распределение. Показательное распределение
Самостоятельная работа №9.
Цель: закрепить навыки вычисления нормального и показательного распределения.
Теоретический материал
1. Нормальное распределение
Непрерывная случайная величина X имеет нормальное распределение (или распределение Гаусса), если ее плотность распределения имеет вид:

[image: image174.emf]f ( x )=

1

σ

√

2 π

e

−

( x −a)

2

2 σ

2

.
Постоянные a и s (s > 0) называются параметрами нормального распределения и представляют собой соответственно математическое ожидание и среднеквадратическое отклонение случайной величины X, т. е. 

[image: image175.emf]M ( X )=a

,  
[image: image176.emf]σ ( X )=σ

. 
Отсюда 
[image: image177.emf]D

(

X

)

= σ

2

.

График функции 
[image: image178.emf]f ( x )

 называют нормальной кривой (или кривой Гаусса). Кривая имеет форму «колокола», симметричного относительно прямой 
[image: image179.emf]x =a

 (рис. 1).
Функция распределения нормальной случайной величины

[image: image180.emf]F ( x )=

1

σ

√

2 π

∫

−∞

x

e

−

( t −a)

2

2 σ

2

dt


связана с функцией Лапласа соотношением

[image: image181.emf]F ( x )=Φ

(

x −a

σ

)

+ 0,5

.
где 
[image: image182.emf]Ф ( х )=

1

√

2 Π

∫

0

х

е

−

t

2

2

dt

 - функция Лапласа,  таблицу значений которой можно найти в приложениях.
Замечание: Ф(х) - функция нечетная,  т.е. Ф(-х)=-Ф(х).
Поэтому для нормальной случайной величины справедлива формула

[image: image183.emf]P ( α < X < β )=Φ

(

β −a

σ

)

−Φ

(

α −a

σ

)

.
Вероятность того, что абсолютная величина отклонения нормальной случайной величины меньше положительного числа d, равна:

[image: image184.emf]P

(

| X −a | < δ

)

= 2 Φ

(

δ

σ

)

.
В частности,

[image: image185.emf]P

(

| X −a | < 3 σ

)

=2 Φ

(

3 σ

σ

)

=2 Φ ( 3 )≈0 , 9973

.
Отсюда следует «правило трех сигм»: если случайная величина X имеет нормальное распределение, то отклонение этой случайной величины от ее математического ожидания по абсолютной величине не превышает утроенное среднее квадратическое отклонение (3s).
Нормальный закон – наиболее часто встречающийся закон распределения, он является предельным законом, к которому, при определенных условиях, приближаются другие законы распределения.
Пример.Нормально распределенная случайная величина X задана плотностью вероятности 
[image: image186.emf]f ( x )=

1

2 √ 2 π

e

−

( x−6)

2

8

. Требуется найти:
а) математическое ожидание и дисперсию X;
б) вероятность того, что X примет значение, принадлежащее интервалу 
[image: image187.emf]( 3 ; 10 )

;
в) вероятность того, что абсолютная величина отклонения X от математического ожидания окажется меньше 5.
Решение.
а) Сравнив данную функцию с плотностью нормального распределения, заключаем, что 
[image: image188.emf]a =6

, 
[image: image189.emf]σ =2

. Следовательно, 
[image: image190.emf]M ( X )=6

, 
[image: image191.emf]D

(

X

)

=2

2

= 4

.
б) Воспользуемся формулой 
[image: image192.emf]P ( α < X < β )=Φ

(

β −a

σ

)

−Φ

(

α −a

σ

)

.
В нашем случае 
[image: image193.emf]a =6

, 
[image: image194.emf]σ =2

, a = 3;  b = 10. 

[image: image195.emf]P ( 3 < X < 10 )=Φ

(

10−6

2

)

−Φ

(

3−6

2

)

=Φ ( 2 )−Φ (−1,5 )=Φ ( 2 )+ Φ ( 1,5 )≈ 0 , 4772+ 0 , 4332=0 , 9104

Значения 
[image: image196.emf]Φ ( 2)

 и 
[image: image197.emf]Φ (1,5 )

 определили по таблице значений функции Лапласа.
в) Воспользуемся формулой 
[image: image198.emf]P

(

| X −a | < δ

)

= 2 Φ

(

δ

σ

)

, где 
[image: image199.emf]a =6

, 
[image: image200.emf]σ =2

, d = 5.

[image: image201.emf]P

(

| X −6 | < 5

)

=2 Φ

(

5

2

)

=2 Φ (2,5 ) ≈ 2 ⋅ 0 , 4938 =0 , 9876

.
Пример: Ошибка измерительного прибора - случайная величи​на, распределенная по нормальному закону, со средним квадратическим отклонением 3 мк. Систематическая ошибка прибора отсутствует. Какова вероятность того,  что в независимом измерении ошибка окажется в интервале (0 ; 2,4)?
Решение: Вычислим вероятность того, что в результате измерения случайная, величина Х  - ошибка измерительного прибора  будет принадлежать интервалу (0 ; 2,4):

[image: image202.emf]Р ( 0 ¿ ¿


Здесь математическое ожидание  a=0 (так  как систематическая ошибка отсутствует,  то среднее значение ошибки при большом числе измерений будит равно нулю).
Ф(0)=0,  Ф(0,8)=0,2881   находим по таблице Лапласа.
Теперь найдем вероятность события  
[image: image203.emf]А

,  состоящего в том,  что  в результате трех измерений 
Пример:  Случайная величина Х распределена нормально с математическим ожиданием, равным 10.  Вероятность того,  что слу​чайная величина  Х примет значение,  принадлежащее интервалу (4 ; 16),  равна 0,8664. Найти среднее квадратическое отклонение этой случайной величины.
Решение:  По условию задачи случайная величина  Х  имеет мате​матическое ожидание а=10 и 
[image: image204.emf]Р ( 4 ¿ ¿


Но, с другой стороны,

[image: image205.emf]Р ( 4 ¿ ¿


где   σ    - среднее  квадратическое отклонение случайной   величи​ны Х.
Итак,     2Ф(
[image: image206.emf]6

σ

)=0,8664            или     
Ф(
[image: image207.emf]6

σ

)=0,4332.
По таблице  значений  функции Лапласа  находим      
[image: image208.emf]6

σ

=1,5.   Отку​да     σ=4.    
Варианты заданий
Решить задачи
Нормально распределенная случайная величина X задана плотностью вероятности f(x). Требуется найти:
а) математическое ожидание и дисперсию X;
б) вероятность того, что X примет значение, принадлежащее интервалу 
[image: image209.emf]( α ; β )

;
в) вероятность того, что абсолютная величина отклонения 
[image: image210.emf]X − M ( X )

 окажется меньше d.
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Решить задачи
1. Производится два независимых измерения прибором, имеющим систематическую ошибку  5 м и среднее  квадратическое откло​нение 6 м.   Какова вероятность того,   что измеренные  значения будут отклоняться от истинного по абсолютной  величине  не более,   чем на 15 м?
2. Завод изготавливает шарики для подшипников. Но​минальный диаметр шариков d0= 5 мм. Вследствие неточности изго​товления шарика фактический его диаметр -  случайная величина, распределенная по нормальному закону со средним  значением   d0  и средним квадратическим отклонением       σ= 0,05 мм.  При контролебракуются все шарики, диаметр которых отличается от номинального больше чем на 0,1 мм.  Определить,   какой процент шариков в среднем будет отбраковываться?
3. Производится выстрел по полосе автострады.  Шири​на полосы 20 м.   Прицеливание производится по средней линии полосы. Систематическая ошибка отсутствует.  Среднее квадратическое откло​нение точки попадания в направлении,  перпендикулярном полосе,  равно  16 м.  Найти вероятность попадания в полосу.
Раздел 6. Выборочный метод. Статистические оценки параметров распределения
Тема 6.1. Генеральная совокупность.
Самостоятельная работа №10.
Цель: получить представление о возникновении математической статистики
Подготовка сообщения  «Возникновение математической статистики»
Самостоятельная работа: работа с литературой
Форма контроля: сообщение на уроке
Тема 6.3. Интервальная оценка.
Самостоятельная работа №11.
Цель: получить навыки по решению задач на нтервальное оценивание математического ожидания нормального распределения при известной (неизвестной)дисперсии, интервальное оценивание вероятности события
Теоретический материал
Интервальные оценки параметров распределения
Определение: Интервальнойназывают оценку, которая определяется двумя числами – концами интервала.
Так как любая оценка 
[image: image213.emf]a

¿

 есть некоторое приближение оцениваемой величины a, то возникает вопрос об оценке точности данного приближения, т. е. можно ли утверждать, что 
[image: image214.emf]| a

¿

−a |< δ

 для некоторого 
[image: image215.emf]δ > 0

.
Однако статистические методы не позволяют категорически утверждать, что оценка 
[image: image216.emf]a

¿

 удовлетворяет неравенству 
[image: image217.emf]| a

¿

−a |< δ

. Можно лишь говорить о вероятности g наступления события, заключающегося в том, что мы получили оценку с точностью d: 
[image: image218.emf]P ( |a

¿

−a | < δ )= γ

. Эта вероятность называется доверительной вероятностью (или надежностью), а интервал 
[image: image219.emf]( a

¿

−δ ; a

¿

+ δ )

 – доверительным интервалом. Вероятность того, что интервал 
[image: image220.emf]a

¿

−δ < a < a

¿

+ δ

 заключает в себе неизвестный параметр a, равна g. Обычно надежность выбирают близкой к единице (0,95; 0,99; 0,999).
1. Интервальная оценка математического ожидания нормального распределения
Если случайная величина распределена нормально и среднее квадратическое отклонение sизвестно, то доверительный интервал для оценки математического ожидания a

[image: image221.emf]x
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−
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√
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,                                    (1)
где n – объем выборки,  t находится из равенства 
[image: image222.emf]Φ ( t )=

γ

2

 по таблице значений функции Лапласа 
[image: image223.emf]Φ ( t )

.
Если sнеизвестно, то в формуле (1) оно заменяется на исправленное среднее квадратическое отклонение S, t заменяется на 
[image: image224.emf]t

γ

=t ( γ , n )

, которое находится по таблице (приложение )

[image: image225.emf]x
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2. Интервальная оценка среднего квадратического отклонения нормального распределения
Доверительный интервал для оценки среднего квадратического отклонения s нормального распределения с заданной надежностью g находится по формуле

[image: image226.emf]S ( 1− q ) < σ < S (1 + q )

,                                     (3)
где 
[image: image227.emf]q =q ( γ , n )

 находится по таблице (приложение ).
Пример 1.Дано распределение частот выборки (табл. 1). Найти доверительные интервалы для математического ожидания a и среднего квадратического отклонения s  с доверительной вероятностью g = 0,95, если известно, что генеральная совокупность распределена по нормальному закону
                                                                                                  Таблица 1
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Решение
Имеем: 
[image: image230.emf]x

в

=21 ,6

, 
[image: image231.emf]D

в

=13 , 05

, 
[image: image232.emf]σ

в

=3,6

. Так как объем выборки 
[image: image233.emf]n=50

, то находим

[image: image234.emf]S =

√

50

49

⋅ 13 , 05=3 , 64

.
По таблице приложения  находим

[image: image235.emf]t

γ

=t ( 0 , 95 ; 50 )=2 , 009

.
Подставляя полученные значения S и tg в формулу (2), получим

[image: image236.emf]21 ,6−
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или

[image: image237.emf]20 , 56 < a < 22 , 64

.
По таблице приложения  найдем 
[image: image238.emf]q =q ( 0 , 95 ; 50 )=0 , 21

.
Подставляя значения S и q в формулу (3), получим 

[image: image239.emf]3 , 64 ⋅ ( 1−0 , 21 )< σ < 3 , 64 ⋅ ( 1 + 0 , 21 )


или

[image: image240.emf]2 , 87 < σ < 4 , 40

.
3.Интервальная оценка вероятности события
Интервальной оценкой (с надежностью 
[image: image241.emf]γ

) неизвестной вероятности р биномиального распределения по относительной частоте 
[image: image242.emf]ω

 служит доверительный интервал (с приближенными концами р1 и р2) 
[image: image243.emf]p
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,
где                              
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n- общее число испытаний;
m- число появления события;

[image: image245.emf]ω

 - относительная частота, равная отношению m/n;
t- значение аргумента функции Лапласа, при котором 
[image: image246.emf]Φ ( t )=

γ

2

. (
[image: image247.emf]γ

 - заданная надежность).
Замечание: При больших значениях n (порядка сотен) можно принять в качестве приближенных границ доверительного интервала

[image: image248.emf]p
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Пример: Производятся независимые испытания с одинаковой, но неизвестной вероятностью р появления события А в каждом испытании. Найти доверительный интервал для оценки вероятности р с надежностью 0,95, если в 60 испытаниях событие А появилось 15 раз.
Решение: По условию, n=60, m=15, 
[image: image249.emf]γ

=0.95. Найдем относительную частоту появления события А: 
[image: image250.emf]ω =
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.
Найдем t из соотношения 
[image: image251.emf]Φ ( t )=

γ

2

=

0 . 95

2

=0 . 475

. По таблице функции Лапласа находим t=1,96.
Найдем границы искомого доверительного интервала:
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Подставив в эти формулы n=60, 
[image: image253.emf]ω =0 . 25

, t=1,96, получим р1=0,16, р2=0,37.
Итак, искомый доверительный интервал 
[image: image254.emf]0 . 16 < p < 0 . 37

.
Пример: Изготовлен экспериментальный игровой автомат, который должен обеспечить появление выигрыша в одном случае из 100 бросаний монеты в автомат. Для проверки пригодности автомата произведено 400 испытаний, причем выигрыш появился 5 раз. Найти доверительный интервал, покрывающий неизвестную вероятность появления выигрыша с надежностью 
[image: image255.emf]γ

=0.999.
Решение: Найдем относительную частоту появления выигрыша 
[image: image256.emf]ω =

m

n
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.
Найдем t из соотношения 
[image: image257.emf]Φ ( t )=

γ

2

=
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2

=0 . 4995

. По таблице функции Лапласа находим t=3,3.
Учитывая, что n=400 велико, используем для отыскания границ доверительного интервала приближенные формулы: 
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Подставив в эти формулы n=400, 
[image: image259.emf]ω =0 . 0125

, t=3,3, 
получим р1= -0,0058, р2= 0,0308.
Итак, искомый доверительный интервал 
[image: image260.emf]0 < p < 0 . 0308

.
Варианты заданий
Решить задачи
Считая генеральную совокупность нормальной, найти интервальные оценки для s и a с надежностью 0,95.
	1. 
	(1; 3)
(3; 5)
(5; 7)
(7; 9)
(9; 11)
(11; 13)
3
5
16
17
6
3


	2. 
	(0; 2)
(2; 4)
(4; 6)
(6; 8)
(8; 10)
(10; 12)
2
4
18
17
6
3


	3. 
	(–8; –6)
(–6; –4)
(–4; –2)
(–2; 0)
(0; 2)
(2; 4)
1
4
21
19
3
2


	4. 
	(5; 7)
(7; 9)
(9; 11)
(11; 13)
(13; 15)
(15; 17)
1
5
18
19
4
3


	5. 
	(–2; 0)
(0; 2)
(2; 4)
(4; 6)
(6; 8)
(8; 10)
2
9
15
13
8
3



6. Производятся независимые испытания с одинаковой, но неизвестной вероятностью р появления события А в каждом испытании. Найти доверительный интервал для оценки вероятности р с надежностью 0,99, если в 100 испытаниях событие А появилось 60 раз.
7. Производятся независимые испытания с одинаковой, но неизвестной вероятностью р появления события А в каждом испытании. Найти доверительный интервал для оценки вероятности р с надежностью 0,95, если в 300 испытаниях событие А появилось 250 раз.
Раздел 7. Моделирование случайных величин. Метод статистических испытаний
Тема 7.2. Метод статистических испытаний
Самостоятельная работа №12.
Цель: закрепить навыки моделирования случайных величин.
Теоретический материал
Моделирование случайных величин. ДСВ. НСВ
Моделирование (разыгрывание) с.в. проводится методом Монте-Карло.
Сущность метода Монте-Карло состоит в следующем: требуется найти значение а некоторой изучаемой величины. С этой целью выбирают с.в.Х, математическое ожидание которой равно а: М(Х)=а.
Практически же поступают так: вычисляют (разыгрывают) n возможных значений xiс.в.Х, находят их среднее арифметическое 
[image: image261.emf]x =

∑

x

i
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 и принимают 
[image: image262.emf]x

 в качестве оценки (приближенного значения) 
[image: image263.emf]a

¿

 искомого числа а: 
[image: image264.emf]a ≃a

¿

= x

.
1.Разыгрывание ДСВ
ПРАВИЛО: Для того, чтобы разыграть ДСВ Х, заданную законом распределения
	Х
	х1
	х2
	…
	хn

	р
	р1
	р2
	…
	рn


надо:
1. Разбить интервал (0,1) оси Or на n частичных интервалов: 
[image: image265.emf]Δ
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2. Выбрать (например, из таблицы случайных чисел) случайное число rj.
Если rjпопало в частичный интервал 
[image: image266.emf]Δ

i

, то разыгрываемая величина приняла возможное значение xi.
ПРИМЕР: Разыграть шесть возможных значений ДСВ Х, закон распределения которой задан в виде таблицы:
	Х
	2
	10
	18

	р
	0,22
	0,17
	0,61


Решение: 
1. Разобьем интервал (0,1) оси Or точками с координатами 0,22: 0,22+0,17=0,39 на три частичных интервала: 
[image: image267.emf]Δ

1

−( 0 ; 0 , 22 ) , Δ
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−( 0 , 22 ; 0 , 39 ) , Δ

3

−( 0 , 39 ; 1 ) .


2. Выпишем из таблицы случайных чисел (приложение) шесть случайных чисел, например 0,32; 0,17; 0,90; 0,05; 0,97; 0,87 (пятая строка снизу).
Случайное число r1=0.32 принадлежит частичному интервалу 
[image: image268.emf]Δ

2

, поэтому разыгрываемая ДСВ приняла возможное значение х2=10; случайное число r2=0.17 принадлежит частичному интервалу 
[image: image269.emf]Δ

1

, поэтому разыгрываемая ДСВ приняла возможное значение х1=2.
Аналогично получим остальные возможные значения.
Итак, разыгранные возможные значения таковы: 10; 2; 18; 2; 18; 18.
2.Разыгрывание полной группы событий
Требуется разыграть испытания, в каждом из которых наступает одно из событий полной группы, вероятности которых известны. Разыгрывание полной группы событий сводится к разыгрыванию ДСВ.
ПРАВИЛО: Для того, чтобы разыграть испытания, в каждом из которых наступает одно из событий  А1, А2,…,Аnполной группы, вероятности которых р1, р2, …, рn известны, достаточно разыграть (по правилу для ДСВ) ДСВ Х со следующим законом распределения:
	Х
	1
	2
	…
	n

	р
	р1
	р2
	…
	рn


Если в испытании величина Х приняла возможное значение xi=i., то наступило событие Аi.
ПРИМЕР: Заданы вероятности трех событий: А1, А2, А3, образующих полную группу: р1=Р(А1)=0,22, р2=Р(А2)=0,31, р3=Р(А3)=0,47. Разыграть пять испытаний, в  каждом из которых появляется одно из трех рассматриваемых событий.
Решение: 
В соответствии с правилом надо разыграть ДСВ Х  с законом распределения
	Х
	1
	2
	3

	р
	0,22
	0,31
	0,47


По правилу для ДСВ разобьем интервал (0,1) на три частичных интервала: 
[image: image270.emf]Δ
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Выпишем из таблицы случайных чисел (приложение) пять случайных чисел, например 0,61; 0,19; 0,69; 0,04; 0,46.
Случайное число r1=0.61 принадлежит частичному интервалу 
[image: image271.emf]Δ

3

, Х=3 и, следовательно, наступило событие А3. 
Аналогично найдем остальные события.
Получим последовательность событий: А3, А1, А3, А1, А3.
3.Разыгрывание НСВ
Известна функция распределения F(x) НСВ Х. Требуется разыграть Х, т.е. вычислить последовательность возможных значений xi.
Метод обратных функций:
ПРАВИЛО 1: Для того, чтобы разыграть возможное значение xi НСВ Х, зная ее функцию распределения F(x), надо выбрать случайное число ri , приравнять его функции распределения и  решить относительно xi полученное уравнение F(xi)=ri,
Если известна плотность вероятности f(x) , то используют правило 2.
ПРАВИЛО 2: Для того, чтобы разыграть возможное значение xi НСВ Х, зная ее плотность вероятности f(x), надо выбрать случайное число ri и  решить относительно xi уравнение 

[image: image272.emf]∫

− ∞

x
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, или уравнение 
[image: image273.emf]∫
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,
где а – наименьшее конечное возможное значение Х.
ПРИМЕР: Найти явную формулу для разыгрывания равномерно распределенной с.в. Х, заданной плотностью вероятности f(x)=b/(1+ax)2 в интервале (0;1/(b-a)); вне этого интервала f(x)=0.
Решение:
Используем правило 2, напишем уравнение 
[image: image274.emf]b

∫

0

x

i

1 / ( 1 + ax )

2
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i

.
Решив это уравнение относительно xi , окончательно получим
[image: image275.emf]x

i

=r

i

/ ( b− ar

i

)

.
Варианты заданий
Решить задачи
1. Разыграть шесть возможных значений ДСВ Х, закон распределения которой задан в виде таблицы:
	Х
	3
	6
	9

	р
	0,2
	0,3
	0,5


2. Заданы вероятности трех событий: А1, А2, А3, образующих полную группу: р1=Р(А1)=0,2, р2=Р(А2)=0,3, р3=Р(А3)=0,54. Разыграть пять испытаний, в  каждом из которых появляется одно из трех рассматриваемых событий.
3. Разыграть четыре возможных значения НСВ Х, распределенной равномерно в интервале(7;17).
4. Найти явную формулу для разыгрывания равномерно распределенной с.в. Х, заданной плотностью вероятности f(x)=2 в интервале (0;0,5); вне этого интервала f(x)=0.
Критерии оценки результатов самостоятельной работы
Критериями оценок результатов внеаудиторной самостоятельной работы студента являются:
· уровень освоения студентов учебного материала;
· умения студента использовать теоретические знания при выполнении практических задач;
· сформированностьобщеучебныхумений;
· умения студента активно использовать электронные образовательные ресурсы, находить требующуюся информацию, изучать ее и применять на практике;
· обоснованность и четкость изложения ответа;
· оформление материала в соответствии с требованиями; 
· умение ориентироваться в потоке информации, выделять главное;
· умение четко сформулировать проблему, предложив ее решение, критически оценить решение и его последствия;
· умение показать, проанализировать альтернативные возможности, варианты действий;
· умение сформировать свою позицию, оценку и аргументировать ее.
Критерии оценки  самостоятельной работы студентов:
Оценка «5» ставится тогда, когда:
- Студент свободно применяет знания на практике;
- Не допускает ошибок в воспроизведении изученного материала;
- Студент выделяет главные положения в изученном материале и не   затрудняется в ответах на видоизмененные вопросы;
- Студент усваивает весь объем программного материала;
- Материал оформлен аккуратно в соответствии с требованиями;
Оценка «4» ставится тогда, когда:
- Студент знает весь изученный материал;
- Отвечает без особых затруднений на вопросы преподавателя;
- Студент умеет применять полученные знания на практике;
- В условных ответах не допускает серьезных ошибок, легко устраняет определенные неточности с помощью дополнительных вопросов преподавателя;
- Материал оформлен недостаточно аккуратно и в соответствии с требованиями;
Оценка «3» ставится тогда, когда:
- Студент обнаруживает освоение основного материала, но испытывает затруднения при его самостоятельном воспроизведении и требует дополнительных дополняющих вопросов преподавателя;
- Предпочитает отвечать на вопросы воспроизводящего характера и испытывает затруднения при ответах на воспроизводящие вопросы;
- Материал оформлен не аккуратно или не в соответствии с требованиями;
Оценка «2» ставится тогда, когда:
- У студента имеются отдельные представления об изучаемом материале, но все, же большая часть не усвоена;
- Материал оформлен не в соответствии с требованиями; 
Оценка индивидуальных образовательных достижений по результатам текущего и итогового контроля производится в соответствии с универсальной шкалой (таблица). 
	Процентрезультативности (правильныхответов)
	Качественная оценка индивидуальных образовательных достижений

	
	балл (отметка)
	вербальныйаналог

	90 ÷ 100
	5
	отлично

	80 ÷ 89
	4
	хорошо

	70 ÷ 79
	3
	удовлетворительно

	менее 70
	2
	неудовлетворительно
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Приложение 1
Таблица значений интеграла Лапласа
	x

	Сотыедолих

	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	0
	0,00000
	0,00399
	0,00798
	0,01197
	0,01595
	0,01994
	0,02392
	0,02790
	0,03188
	0,03586

	0,1
	0,03983
	0,04380
	0,04776
	0,05172
	0,05567
	0,05962
	0,06356
	0,06749
	0,07142
	0,07535

	0,2
	0,07926
	0,08317
	0,08706
	0,09095
	0,09483
	0,09871
	0,10257
	0,10642
	0,11026
	0,11409

	0,3
	0,11791
	0,12172
	0,12552
	0,12930
	0,13307
	0,13683
	0,14058
	0,14431
	0,14803
	0,15173

	0,4
	0,15542
	0,15910
	0,16276
	0,16640
	0,17003
	0,17364
	0,17724
	0,18082
	0,18439
	0,18793

	0,5
	0,19146
	0,19497
	0,19847
	0,20194
	0,20540
	0,20884
	0,21226
	0,21566
	0,21904
	0,22240

	0,6
	0,22575
	0,22907
	0,23237
	0,23565
	0,23891
	0,24215
	0,24537
	0,24857
	0,25175
	0,25490

	0,7
	0,25804
	0,26115
	0,26424
	0,26730
	0,27035
	0,27337
	0,27637
	0,27935
	0,28230
	0,28524

	0,8
	0,28814
	0,29103
	0,29389
	0,29673
	0,29955
	0,30234
	0,30511
	0,30785
	0,31057
	0,31327

	0,9
	0,31594
	0,31859
	0,32121
	0,32381
	0,32639
	0,32894
	0,33147
	0,33398
	0,33646
	0,33891

	1
	0,34134
	0,34375
	0,34614
	0,34849
	0,35083
	0,35314
	0,35543
	0,35769
	0,35993
	0,36214

	1,1
	0,36433
	0,36650
	0,36864
	0,37076
	0,37286
	0,37493
	0,37698
	0,37900
	0,38100
	0,38298

	1,2
	0,38493
	0,38686
	0,38877
	0,39065
	0,39251
	0,39435
	0,39617
	0,39796
	0,39973
	0,40147

	1,3
	0,40320
	0,40490
	0,40658
	0,40824
	0,40988
	0,41149
	0,41308
	0,41466
	0,41621
	0,41774

	1,4
	0,41924
	0,42073
	0,42220
	0,42364
	0,42507
	0,42647
	0,42785
	0,42922
	0,43056
	0,43189

	1,5
	0,43319
	0,43448
	0,43574
	0,43699
	0,43822
	0,43943
	0,44062
	0,44179
	0,44295
	0,44408

	1,6
	0,44520
	0,44630
	0,44738
	0,44845
	0,44950
	0,45053
	0,45154
	0,45254
	0,45352
	0,45449

	1,7
	0,45543
	0,45637
	0,45728
	0,45818
	0,45907
	0,45994
	0,46080
	0,46164
	0,46246
	0,46327

	1,8
	0,46407
	0,46485
	0,46562
	0,46638
	0,46712
	0,46784
	0,46856
	0,46926
	0,46995
	0,47062

	1,9
	0,47128
	0,47193
	0,47257
	0,47320
	0,47381
	0,47441
	0,47500
	0,47558
	0,47615
	0,47670

	2
	0,47725
	0,47778
	0,47831
	0,47882
	0,47932
	0,47982
	0,48030
	0,48077
	0,48124
	0,48169

	2,1
	0,48214
	0,48257
	0,48300
	0,48341
	0,48382
	0,48422
	0,48461
	0,48500
	0,48537
	0,48574

	2,2
	0,48610
	0,48645
	0,48679
	0,48713
	0,48745
	0,48778
	0,48809
	0,48840
	0,48870
	0,48899

	2,3
	0,48928
	0,48956
	0,48983
	0,49010
	0,49036
	0,49061
	0,49086
	0,49111
	0,49134
	0,49158

	2,4
	0,49180
	0,49202
	0,49224
	0,49245
	0,49266
	0,49286
	0,49305
	0,49324
	0,49343
	0,49361

	2,5
	0,49379
	0,49396
	0,49413
	0,49430
	0,49446
	0,49461
	0,49477
	0,49492
	0,49506
	0,49520

	2,6
	0,49534
	0,49547
	0,49560
	0,49573
	0,49585
	0,49598
	0,49609
	0,49621
	0,49632
	0,49643

	2,7
	0,49653
	0,49664
	0,49674
	0,49683
	0,49693
	0,49702
	0,49711
	0,49720
	0,49728
	0,49736

	2,8
	0,49744
	0,49752
	0,49760
	0,49767
	0,49774
	0,49781
	0,49788
	0,49795
	0,49801
	0,49807

	2,9
	0,49813
	0,49819
	0,49825
	0,49831
	0,49836
	0,49841
	0,49846
	0,49851
	0,49856
	0,49861

	3
	0,49865
	0,49869
	0,49874
	0,49878
	0,49882
	0,49886
	0,49889
	0,49893
	0,49896
	0,49900

	3,1
	0,49903
	0,49906
	0,49910
	0,49913
	0,49916
	0,49918
	0,49921
	0,49924
	0,49926
	0,49929

	3,2
	0,49931
	0,49934
	0,49936
	0,49938
	0,49940
	0,49942
	0,49944
	0,49946
	0,49948
	0,49950

	3,3
	0,49952
	0,49953
	0,49955
	0,49957
	0,49958
	0,49960
	0,49961
	0,49962
	0,49964
	0,49965

	3,4
	0,49966
	0,49968
	0,49969
	0,49970
	0,49971
	0,49972
	0,49973
	0,49974
	0,49975
	0,49976

	3,5
	0,49977
	0,49978
	0,49978
	0,49979
	0,49980
	0,49981
	0,49981
	0,49982
	0,49983
	0,49983

	3,6
	0,49984
	0,49985
	0,49985
	0,49986
	0,49986
	0,49987
	0,49987
	0,49988
	0,49988
	0,49989

	3,7
	0,49989
	0,49990
	0,49990
	0,49990
	0,49991
	0,49991
	0,49992
	0,49992
	0,49992
	0,49992

	3,8
	0,49993
	0,49993
	0,49993
	0,49994
	0,49994
	0,49994
	0,49994
	0,49995
	0,49995
	0,49995

	3,9
	0,49995
	0,49995
	0,49996
	0,49996
	0,49996
	0,49996
	0,49996
	0,49996
	0,49997
	0,49997


Приложение 2
Таблицазначений
[image: image276.emf]t

γ

=t ( γ , n )


	g

  n
	0,95
	0,99
	0,999
	g

  n
	0,95
	0,99
	0,999

	5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
	2,78
2,57
2,45
2,37
2,31
2,26
2,23
2,20
2,18
2,16
2,15
2,13
2,12
2,11
2,10
	4,60
4,03
3,71
3,50
3,36
3,25
3,17
3,11
3,06
3,01
2,98
2,95
2,92
2,90
2,88
	8,61
6,86
5,96
5,41
5,04
4,78
4,59
4,44
4,32
4,22
4,14
4,07
4,02
3,97
3,92
	20
25
30
35
40
45
50
60
70
80
90
100
120
¥
	2,093
2,064
2,045
2,032
2,023
2,016
2,009
2,001
1,996
1,991
1,987
1,984
1,980
1,960
	2,861
2,797
2,756
2,720
2,708
2,692
2,679
2,662
2,649
2,640
2,633
2,627
2,617
2,576
	3,883
3,745
3,659
3,600
3,558
3,527
3,502
3,464
3,439
3,418
3,403
3,392
3,374
3,291


Таблицазначений
[image: image277.emf]q =q ( γ , n )


	g

  n
	0,95
	0,99
	0,999
	g

  n
	0,95
	0,99
	0,999

	5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
	1,37
1,09
0,92
0,80
0,71
0,65
0,59
0,55
0,52
0,48
0,46
0,44
0,42
0,40
0,39
	2,,67
2,01
1,62
1,38
1,20
1,08
0,98
0,90
0,83
0,78
0,73
0,70
0,66
0,63
0,60
	5,64
3,88
2,98
2,42
2,06
1,80
1,60
1,45
1,33
1,23
1,15
1,07
1,01
0,96
0,92
	20
25
30
35
40
45
50
60
70
80
90
100
150
200
250
	0,37
0,32
0,28
0,26
0,24
0,22
0,21
0,188
0,174
0,161
0,151
0,143
0,115
0,099
0,089
	0,58
0,49
0,43
0,38
0,35
0,32
0,30
0,269
0,245
0,226
0,211
0,198
0,160
0,136
0,120
	0,88
0,73
0,63
0,56
0,50
0,46
0,43
0,38
0,34
0,31
0,29
0,27
0,211
0,185
0,162


Приложение 3
Равномернораспределенныеслучайныечисла
	10 09 73 25 33
37 54 20 48 05
08 42 26 89 53
99 01 90 25 29
12 80 79 99 70
	76 52 01 35 86
64 89 47 42 96
19 64 50 93 03
09 37 67 07 15
80 15 73 61  47
	34 67 35 48 76
24 80 52 40 37
23 20 90 25 60
38 31 13 11 65
64 03 23 66 53
	80 95 90 91 17
20 63 61 04 02
15 95 33 47 64
88 67 67 43 97
98 95 11 68 77

	66 06 57 47 17
31 06 01 08 05
85 26 97 76 02
63 57 33 21 35
73 79 64 57 53
	34 07 27 68 50
45 57 18 24 06
02 05 16 56 92
05 32 54 70 48
03 52 96 47 78
	36 69 73 61 70
35 30 34 26 14
68 66 57 48 18
90 55 35 75 48
35 80 83 42 82
	65 81 33 98 85
86 79 90 74 34
73 05 38 52 47
28 46 82 87 09
60 93 52 03 44

	98 52 01 77 67
11 80 50 54 31
83 45 29 96 34
88 68 54 02 00
99 59 46 73 48
	14 90 56 86 07
39 80 82 77 32
06 28 89 80 83
86 50 75 84 01
87 51 76 49 69
	22 10 94 05 58
50 72 56 82 48
13 74 67 00 78
36 76 66 79 51
91 82 60 89 28
	60 97 09 34 33
29 40 52 42 01
18 47 54 06 10
90 36 47 64 93
93 78 56 13 68

	65 48 11 76 74
80 12 43 56 35
74 35 09 98 17
69 91 62 68 03
09 89 32 05 05
	17 46 85 09 50
17 72 70 80 15
77 40 27 72 14
66 25 22 91 48
14 22 56 85 14
	58 04 77 69 74
45 31 82 23 74
43 23 60 02 10
36 93 68 72 03
46 42 75 67 88
	73 03 95 71 86
21 11 57 82 53
45 52 16 42 37
76 62 11 39 90
96 29 77 88 22

	91 49 91 45 23
80 33 69 45 98
44 10 48 19 49
12 55 07 37 42
63 60 64 93 29
	68 47 92 76 86
26 94 03 68 58
85 15 74 79 54
11 10 00 20 40
16 50 53 44 84
	46 16 28 35 54
70 29 73 41 35
32 97 92 65 75
12 86 07 46 97
40 21 95 25 63
	94 75 08 99 23
53 14 03 33 40
57 60 04 08 81
96 64 48 94 39
43 65 17 70 82

	61 19 69 04 46
15 47 44 52 66
94 55 72 85 73
42 48 11 62 13
23 52 37 83 17
	26 45 74 77 74
95 27 07 99 53
67 89 75 43 87
97 34 40 87 21
73 20 88 98 37
	51 92 43 37 29
59 36 78 38 48
54 62 24 44 31
16 86 84 87 67
68 93 59 14 16
	65 39 45 95 93
82 39 61 01 18
91 19 04 25 92
03 07 11 20 59
26 25 22 96 63

	04 49 35 24 94
00 54 99 76 54
35 96 31 53 07
59 80 80 83 91
46 05 88 52 36
	75 24 63 38 24
64 05 18 81 59
26 89 80 93 54
45 42 72 68 42
01 39 09 22 86
	45 86 25 10 25
96 11 96 38 96
33 35 13 54 62
83 60 94 97 00
77 28 14 40 77
	61 96 27 93 35
54 69 28 23 91
77 97 45 00 24
13 02 12 48 92
93 91 08 36 47

	32 17 90 05 97
69 23 46 14 06
19 56 54 14 30
45 15 51 49 38
94 86 43 19 94
	87 37 92 52 41
20 11 74 52 04
01 75 87 53 79
19 47 60 72 46
36 16 81 08 51
	05 56 70 70  07
15 95 66 00 00
40 41 92 15 85
43 66 79 45 43
34 88 88 15 53
	86 74 31 71 57
18 74 39 24 23
66 67 43 68 06
59 04 79 00 33
01 54 03 54 56

	98 08 62 48 26
33 18 51 62 32
80 95 10 04 06
79 75 24 91 40
18 63 33 25 37
	45 24 02 84 04
41 94 15 09 49
96 38 27 07 74
71 96 12 82 96
98 14 50 65 71
	44 99 90 88 96
89 43 54 85 81
20 15 12 33 87
69 86 10 25 91
31 01 02 46 74
	39 09 47 34 07
88 69 54 19 94
25 0162 52 98
74 85 22 05 39
05 45 56 14 27
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