
ЕРМОЛАЕВ НИКОЛАЙ КОНСТАНТИНОВИЧ
Пояснительная записка
Предмет «Техническая механика», изучаемый студентами техникумов по специальности «Механизация сельского хозяйства », состоит из трех частей, одной  из которых является « Сопротивление материалов». В этой части студенты впервые знакомятся с понятиями прочности, жесткости и  устойчивости, рассматриваемые и решаемые именно методами этого предмета.

Мы рассмотрим только статически определимые системы, т.е. такие, в которых нормальные силы в поперечных сечениях стержня определяются при помощи метода сечений из условий равновесия отсеченной части. Но такое определение нормальных сил, да и вообще внутренних сил, в брусе далеко не всегда возможно. На практике постоянно встречаются системы, в которых имеется большое число наложенных связей, и для определения внутренних сил уравнений статики оказывается недостаточно. Такие системы, как известно, называются статически неопределимыми.
Заметим, что построение эпюр поперечных сил и изгибающих моментов помогает правильно ориентироваться  в вопросах, связанных с расчетом балок на изгиб, а также решать задачи подбора поперечного сечения балки.
ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮР ПОПЕРЕЧНЫХ СИЛ И ИЗГИБАЮЩИХ МОМЕНТОВ В БАЛКАХ С ОДНИМ, ДВУМЯ, ТРЕМЯ  « ВИСЯЧИМИ » ШАРНИРАМИ
Нам потребуется в дальнейшем правило определения знаков поперечных сил и изгибающих моментов в сечениях, которое можно найти в любом учебнике по сопротивлению материалов. Это правило приведено на рисунке 1, оно понятно любому, кто знаком с основами построения эпюр, поэтому комментировать его мы не будем.

Приведем дифференциальные зависимости между изгибающим моментом М, попе речной силой Q и интенсивностью распределенной нагрузки q, а также следствия, вытекающие из них:    Q = dM/ dx     (1),       q = dQ / dx =     =d2 M / dx2    ( 2 ).    


Cледствия из (1) и (2):   

1) Поперечная сила геометрически интерпретируется тангенсом угла между касательной к эпюре изгибающего момента в рассматриваемом сечении и осью х  (осью балки), а интенсивность распределенной нагрузки  - тангенсом угла между этой же осью и касательной к эпюре поперечной силы.

2) Если функция изменения распределенных нагрузок являются алгебраическими многочленами, то на каждом участке балки порядок функции поперечной силы на единицу выше порядка функции распределенной нагрузки на том же участке балки, а порядок функции изгибающего момента на единицу выше порядка функции поперечной силы.

3) В сечении балки, в котором поперечная сила равна нулю, изгибающий момент имеет наибольшее или наименьшее экстремальное значение; в сечении, в котором поперечная сила скачкообразно переходит через нулевое значение, эпюра изгибающего момента теряет свою монотонность.

4) В сечении балки, в котором эпюра Qx  имеет скачок, не проходящий нулевого значения, эпюра Мх претерпевает излом.

5) На каждом участке балки изменение значения Мх между какими–нибудь  двумя сечениями равно площади эпюры Qx между теми же двумя сечениями.
В данной работе рассматриваются задачи с « висячими » шарнирами, которые наиболее приближены к реальным условиям. При этом подразумевается, что в сечении, проходящем через «висячий шар», изгибающий момент равен нулю. Тогда балку можно рассматривать в виде двух балок – левой части и правой части, которые можно рассматривать как отдельные части. В некоторых случаях эти части рассматриваются как консоли, в других – как двухопорные или перекидные балки. Такое  расчленение задач позволяет их решать с применением аксиом статики.

Приводится решения семи задач, они пронумерованы цифрами от 1 до 7. Схемы нагружения силами и моментами балок также пронумерованы этими же цифрами от 1 до 7.  Во всех задачах ставится одна цель: определить реакции опор, построить эпюры поперечный сил и изгибающих моментов.

Первые четыре задачи содержат по одному « висячему » шарниру, пятая и шестая – по два, а седьмая – три.

Подробно остановимся на решении только одной седьмой задачи, в которой балка с тремя висячими «шарнирами» имеет две заделки и одну подвижную опору (рис.7).  
Разобьем балку на участки I – V    (Рис. 7 а). Участок IV между двумя   «висячими» шарнирами рассмотрим отдельно как двухопорную балку. Используя уравнения статики, определим реакции опор: уD = qa,  yE = qa. Тогда участок  IV   можем рассматривать как перекидную балку, а участок V – как консоль. Так как реакция опоры в точке Е была определена ранее, то в точке Е на конец консоли в точке Е будет действовать сила, равная уЕ ,  но в противоположном направлении (рис.7б). Тогда из уравнений статики определяем реакции заделки F:  уF  = qa , MF = qa2 . 

Далее рассматриваем участок балки между двумя « висячими » шарнирами в точках В и D как двухопорную балку, определяем реакции опор В и C:  yB = qa, yC = 2qa.

Остается рассмотреть консоль на участке I:   yА = qa ,   MA = qa2 . 

После того, как определены реакции опор и заделок, переходим к построению эпюр поперечных сил и изгибающих моментов. Переменные на соответствующих участках обозначены через х1, х2, х3 , х4 , х5 . 

Участок I:   Qx = - qa, Mx = qa2 – qax1 .
Участок II:   Qx = - qa , Mx = qa2- qax2 .

Участок III:  Qx = - qa + 2qa = qa , Mx = qa2 – qax3 +2qa( x3 – 2a) = - 3qa2 + qax3 .  

Участок V:   Qx = - qa ,  Mx = - qa2 + qax5 .

Участок IV:  Qx = - qa + q ( x4 - a) = - 2qa + qx4,   Mx = - q ( x - a)( x – 3a) / 2 .
По полученным уравнениям построим эпюры Qx  и Mx  (Рис. 7 в, г).
Для всех задач приведем таблицу, в которой укажем наибольшее и наименьшее значения поперечных сил и изгибающих моментов.
Таблица
	№ задачи
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	Qmax
	max(aP/(a+b),bP/(a+b))
	qa
	2qa
	3qa / 4
	qa / 2
	40 kH
	qa

	Mmax
	max(abP/(a+b),acP/(a+b))
	qa2
	3.1qa2
	qa2 / 2
	qa2 /8
	30 kHm
	qa2


Решение задачи 1

Балку разбиваем на участки I – III.  Участок III рассматриваем как консоль с заделкой в точке D, а участки I и  II рассматриваем вместе как двухопорную балку.

1) Определяем реакции опор:   уС = Ра/(а+b) , yA = Pb/(a+b), yD = Pa/(a+b), M = Pac/( a+b).

2) Строим эпюры Q ,   M.
 Участок I:   Q = Pb/ ( a+b) ,      M = Pbx1 / ( a+b) -  прямая линия. 

Участок II:  Q = - Pa/(a+b) ,    M = Pa( a + b – x2)  -прямая линия.
 Участок III:    Q = - Pa/ ( a + b )   ,        M = Pa ( x3 - c) / ( a + b )    - прямая линия. 

Решение задачи 2

Балку разбиваем на два участка:  I  и  II. Реакции опор обозначаем через уА , уВ, уС. Пусть, кроме того, в точке С действует момент М     ( Схема нагружения балки 2 ).

1) Определяем реакции опор:   уА +  уВ  = 2qa, yB2a = 2qa2 , откуда уА = уВ  = qa,      
 ( участок I на схеме 2б). По участку II на схеме 2б определяем М = qa2.

2) Строим эпюры Q и M.

Первый участок : Q = qa-qx1 = q( a – x1) . Графиком Q будет прямая линия.  При х1=0     Q = qa, а при х1 =2 a    Q = - qa.    M = qax1 – qx12/2 = qx1(2a-x1) / 2 . Графиком М будет квадратичная парабола. При х1 = 0    М = 0, а при х1 = 2a   M = 0.       При х1 = a   M = qa2 / 2.

Второй участок:  Q = - уС = - qa, M = - qa2 + qax2 = qa ( x2 - a) . Графиками  Q и   M будут прямые линии. При х2 = 0     М = - qa2, а при х2 =a      M   =0.                  

Решение задачи 3

Балку разбиваем на два участка I  и   II.

1) Из условия равновесия   двухопорной балки на участке I и консоли на участке II определяем реакции опор в точках    А, В, С:     уА = 2qa, yB = qa, yC = 3/2 qa, MC = 7/6 qa2 .

2) Строим эпюры Q и M.

· Первый участок:   Q = 2qa – qx1 – (3a – x1)qx1/ (3a) = q(6a2 – 6ax1 + x12)/( 3a)   - квадратичная парабола. При х1=0    Q = 2qa, при х1=3a    Q = -qa. Решая уравнение 6a2 – 6ax1 + x12 = 0 , получаем значение абсциссы х1 = √3a(√3 – 1) точки пересечения эпюры Q c осью балки.

М = 2qax1 – 2qx12 / 3 – qx12(3a – x1)/(9a) = qx1(x12 – 9ax1 + 18 a2) / (9a) . При х1 = 0   М = 0 , и при х1 = 3a   M = 0.

Второй участок: Q = - qa – q(x2 – 3a)2 /(2a)=-q(x22 – 6ax2 + 11a2) = - q[(x2-3a)2 + 2a2]   - квадратичная парабола без пересечения оси абсцисс. При х2 = 3a     Q = -qa, а при  х2 = 4a    Q = -3/2 qa. 

М = - qax2 + 3qa2 – q(x2 -3a)3 / (6a). При х2 = 3a    M = 0, а при х2 = 4a      M = - 7/6 qa2 .

Решение задачи 4

Балку разбиваем на  участки     I – IV.

1) Участок IV рассматриваем как двухопорную балку и определяем реакции в точках D и E :   уD = yE = qa/2. После этого рассматриваем участки I – III как одну двухопорную балку, определяем реакции в точках А и С:    уА = qa/4,  yC = 5/4 qa.

2) Строим эпюры Q и M. 

Участок I.  Q = qa/4, M = qax1/4. При  х1 = 0  М = 0, а при х1 = a      M = qa2/4.

Участок II.  Q = qa/4 – qa = - ¾ qa,     M = qax2/4 -  qa(x2 - a) = - 3qax2/4 + qa2    -  прямая линия. При х2 = a M = qa2/4,  При х2 = 2a    M = - qa2/2.

Участок III.    Q = qa/4 – qa + 5qa/4 = qa/2,     M = qax3/4 – qa(x3 - a) + 5qa(x3 – 2a)/4 = ½ qax3 – 3/2 qa2   - прямая линия. При х3 = 2а     М = - ½ qa2 , а при х3 = 3а     М = 0.

Участок IV.     Q = qx4 – qa/2       - это выражение есть уравнение прямой линии.   М = qax4/2 – qx42 / 2 = qx4( a – x4) / 2   - квадратичная парабола. При х4 = 0     Q = -qa/2,  M = 0,  а при х4 = a   Q = qa/2,    M = 0.  Отметим, что при х4 = а/2     М = qa2 / 8.

Решение задачи 5

Балку разбиваем на участки I-III. 

1)Участок балки между двумя шарнирами рассматриваем как двухопорную балку, определяем реакции опор:       уВ = уС = qa/2.

Участки I и III рассматриваем как консольные балки, также определяем реакции в заделке консоли : уА = уD =qa/2. Легко убедиться в том, что в заделках консолей  М = 0.

2) Строим эпюры  Q и M.

Участок I.  Q = qa/2 – qx1     - прямая линия.  При х1 = 0    Q= qa/2, при х1 = a    Q = - qa/2.  M = qx1( a – x1) / 2    -квадратичная парабола. При х1 = 0   и  х1 = а    М = 0  , а при х1 = а/2   М = qa2/8.

Участок II.  Q = qa/2 – 2qa + qx2  = qx2 – 3/2 qa      - прямая линия. При х2 = а Q = - qa/2,  а при х2 = 2а    Q = qa/2.
M = qax2/2 – qa (x2 – a/2) + q(x2 - a)2/2      - квадратичная парабола. При х2 = а   и  х2 = 2а     М = 0, а при х2 = 3/2а   М = - qa2 / 8.

Участок III.  Q = - qa/2 + qx3     - прямая линия. При х3 = 0      Q = - qa/2,   а при х3 = а      Q = qa/2.
M = qax3/2 – qx32 /2=qx3(a – x3)/2     - квадратичная парабола. При х3 = 0   и  х3 = а    М = 0,а при х3 = а/2    М = qa2/8.

Решение задачи 6

Балку разбиваем на участки I – V.

1)  Сначала рассматриваем участки  I  и  V как двухопорные балки, определяем реакции в точках А,В,Е,F :yA=yB = yE = yF = 20kH, затем рассматриваем участки II,III,IV вместе как двухопорную балку, определяем реакции в точках С и D:   yC = yD = 80 kH.

2) Cтроим эпюры Q и M.

Участок I.   Q = 20 – 20x1   - прямая линия. При х1 = 0     Q=20 kH,  при х1 = 2 м      Q = - 20 kH.
M = 20 x1 – 10x12 = 10x1(2 – x1)  - квадратичная парабола. При х1 = 0  и х1 = 2м   М = 0, а при х1 = 1м   М = 10 кH м.

Участок V. Q = -20 + 20 x5     - прямая линия. При х5 = 0    Q = - 20 kH,  а при х5 = 2 м    Q = 20 kH.
M = 20x5 – 10x52_= 10x5(2 – x5)    - квадратичная парабола. При х5 = 0 и х5 = 2 м   М = 0, а при х5 = 1м    М = 10 кН м.

Участок II. Q = 20 – 20x2       прямая линия,   M = 10x2(2 – x2)   - квадратичная парабола. При х2 = 2 м  Q = -20kH, M = 0, а при х2 = 3м    Q = -40 kH, M = -30 kHм.

Участок IV.  Q = -20+20x4       - прямая линия,   M = 10x4(2 – x4)   - квадратичная парабола. При х4 = 2 м   Q = 20 kH,  M = 0,  а при х4 = 3 м      Q = 40kH,  M = - 30 kHм.

Участок III. Q = 100 – 20x3      - прямая линия,   M = 20x3 + 80(x3 – 3) – 10x32 = -10x32 +100x3 – 240   - квадратичная парабола. При х3 = 3 м    Q = 40 kH,  M = - 30 kH м,  а при х3 = 7 м    Q = -40 kH,  М = - 30 кНм. При х3 = 5 м  М = 10 кНм.

                                                     Решение задачи 7

Разбиваем балку на участки I – V.

1) Сначала рассмотрим участок IV как двухопорную балку. Определим реакции опор в точках D  и   E :  уD = yЕ = qa. Затем последовательно определяем реакции заделки консоли в точке F:  yF = qa,  MF = qa2 ; реакции двухопорной балки в точках В и С (балка на участках II и III) : уВ = qa,  yC = 2qa; и, наконец, реакции заделки консоли на участке I :   yA = qa, MA = qa2 .

2) Строим эпюры Q и M.

Участок I. Q = - qa, M = qa2 – qax1      -прямая линия. При х1 = 0  М =qa2, а при х1 = а    М = 0.

Участок II. Q = - qa, M = qa2 – qax2 – прямая линия. При х2 = а  М = 0, а при х2 = 2а    М = - qa2.

Участок III. Q = - qa + 2qa = qa, M = qa2 – qax3 + 2qa( x3 – 2a) = qax3 – 3qa2     - прямая линия. При х3 = 2а      М = - qa2 , при х3 = 3а    М = 0.

Участок V. Q = - qa,    M = - qa2 + qax5      - прямая линия. При х5 = 0     М = -qa2,  при х5 = а     М = 0.

Участок IV.    Q = - qa + q( x4 - a) = qx4 – 2qa     - прямая линия,   М = - qa2 + q( x4 1,5- a)2 /2 = - q( x4 - a)( x4 – 3a)/2     - квадратичная парабола. При х4 = а  и х4 = 3а    М = 0 ,   

При х4=2а     М=о,5qa2.
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