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Введение
Освоение  теории  предела  представляет  определенную трудность для студентов, поскольку пропедевтика понятия предела в школьной программе по математике практически отсутствует. Для студентов первого курса новым и трудным является систематическое использование языка современного математического анализа. 

Учебно-методическое пособие написано в помощь студентам при изучении темы «Последовательности пределы и ряды».

Данное пособие составлено в соответствии с федеральным государственным образовательным стандартом среднего профессионального образования учебной дисциплины «Математика» для  специальностей 31.02.01 Лечебное дело, 33.02.01 Фармация, 34.02.01 Сестринское дело, 31.02.03 Лабораторная диагностика  и квалификационными характеристиками специалистов. 

Цель настоящего учебно-методического пособия – помочь студентам изучить и понять сложный для них теоретический материал, научиться решать задачи по указанной теме и применять навыки вычисления в других разделах математики. 

Пособие состоит из трех частей. В первой части последовательно излагаются основные результаты теории предела функции, во второй рассматриваются базовые принципы теории числовых последовательностей и третья посвящена числовым рядам.
Каждая часть включает в себя:

· диагностическую работу «Проверь себя!»;
· краткие теоретические сведения «Немного полезной
            информации»;
· подробный разбор типовых задач;
· тренировочные задания;
· варианты для самостоятельного решения.

Особенностью данного пособия являются разно-уровневые задания для самостоятельной работы. Контрольные вопросы могут быть использованы при подготовке к дифференцированному зачету по курсу, а также для самоконтроля.
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ  
[image: image1.png]


Проверь себя!

1. Найдите шестой член последовательности                                       
2. Найдите седьмой член последовательности заданной рекур-    

               рентным способом x1 = 1, xn = 2x n-1  + 2   (n = 2,3,4,5,…);
3. Подберите формулу n- го члена последовательности  

[image: image228.png]


                                                                                   
4. Сколько членов последовательности  5, 11, 17,  23,… меньше
            числа 60?

5. x1 = 2, x2 = 1, xn = 3x n-2 + 2 x n-1  (n = 3,4,5,…).

            Найдите n, если известно, что xn  = 62.

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ

[image: image222.png]jim X+ =3
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 Немного полезной информации

Последовательность может быть составлена из чисел, точек, функций, векторов и т.д. Последовательность считается заданной, если указан закон, по которому каждому натуральному числу  n ставится в соответствие элемент  xn некоторого множества. Последовательность записывается в виде x1, x2, …, xn или кратко(xn) . 
Последовательностью называется функция, которая переводит множество натуральных чисел N в некоторое множество X: 
[image: image223.png]


                { xn } = { xn }∞n=1= { x1, x2, …, xn, …}, xi     N
Элементы  x1, x2, …, xn называются членами последовательности,  x1-первым,  x2- вторым,  xn - общим (n -м) членом последовательности.
Пример 1. Для последовательности  xn ={ -1, 2, 5, 8, -3, 0, …} определить, чему равен третий член x3.
Решение: Третьим элементом последовательности будет элемент, идущий третьим по счету, то есть для заданной последовательности имеем, что x3=5
Ответ: x3=5.
Способы задания последовательности
Наиболее часто рассматривают числовые последовательности, т.е. последовательности, члены которых - числа. 

Аналитический способ - самый простой способ задания числовой последовательности. Это делают с помощью формулы (an = f( n), n € N), выражающей n-й член последовательности xn через его номер. 

Например, если [image: image4.png]2 x,
a0

1,%50



.

Другой способ - рекуррентный (от латинского слова recurrens - «возвращающийся»), когда задают несколько первых членов последовательности и правило, позволяющее вычислять каждый следующий член через предыдущие (an+1 = f( an)). 

Например: [image: image6.png]Xy =V2,%,5, =2+ x,



.

Арифметическая прогрессия an=a1+d(n-1), геометрическая прогрессия bn=b1qn-1, факториал n!, - примеры задания последовательностей рекуррентным способом.

Обычно последовательность целесообразнее задавать формулой ее общего члена, которая позволяет найти любой член последовательности, зная его номер.

Пример 2. Найти формулу общего члена последовательности 
xn = {6, 20, 56, 144, 352, …} [image: image7.png]



Решение: Запишем каждый член последовательности в следующем виде:  n = 1: x1 =  6 = 2 ∙ 3 = 21 ∙ 3 = 21 ∙ (2 ∙ 1+1)
           n = 2: x2 =  20 = 4 ∙ 5 = 22 ∙ 5 = 22 ∙ (2 ∙ 2+1)
           n = 3: x3 =  56 = 8 ∙ 7 = 23 ∙ 7 = 23 ∙ (2 ∙ 3+1)
Как видим, члены последовательности представляют собой произведение степени двойки, умноженной на последовательные нечетные числа, причем два возводится в степень, которая равна номеру рассматриваемого элемента.

Таким образом, делаем вывод, что [image: image8.png]



Ответ: Формула общего члена: [image: image9.png]



Тренировочные задания
1. Рассматривается последовательность натуральных чисел, делящихся    на 3:  3, 6, 9, ... .

1. Выпишите первые 5 членов это последовательности.

2. Запишите шестой член последовательности.

3. Определите, содержится ли в этой последовательности числа 19 и 27.

2. Последовательность (хn)  задана формулой  n -го члена 

                             хn= n2 -5n      

1. Выпишите первые 5 членов этой последовательности.

2. Запишите седьмой член последовательности.

3. Определите, содержится ли в этой последовательности число-4. 

3. Последовательности заданы несколькими первыми членами. Одна из них - арифметическая прогрессия. Укажите её
1) 1; 2; 3; 6; ...                    3)  1; 5; 9; 13; ...

2) 1; 3; 9; 27; ...                  4)  1; 1/2; 2/3; 3/4; ...

4.  Одна из данных последовательностей является геометрической прогрессией. 

           Укажите эту последовательность 
1)  10; 6; 2; -2; …         3)  5; 5/2; 5/4; 5/8; …

2)  1; 2; 3; 5; …            4)  1/2; 1/3; 1/4; 1/5; ...

5. Какая из следующих последовательностей является арифметической прогрессией? 
1) Последовательность натуральных степеней числа 2; 

2) Последовательность натуральных чисел, кратных 5; 

3) Последовательность кубов натуральных чисел ; 

4) Последовательность всех правильных дробей, числитель которых на 1 меньше знаменателя
6. Выписаны первые несколько членов арифметической прогрессии: 3; 6; 9; 12;… . Какое из следующих чисел есть среди членов этой прогрессии? 

                1) 83     2) 95     3) 100     4) 102 
7. В первом ряду кинозала 30 мест, а в каждом следующем на 2 места больше, чем в предыдущем. Сколько мест в ряду с номером n?

1) 28 + 2n     2) 30 + 2n     3) 32 + 2n     4) 2n 
8. Дана арифметическая прогрессия: 33; 25; 17; … . Найдите первый отрицательный член этой прогрессии. 

1) -7     2) -8     3) -9     4) -1 
9. Арифметическая прогрессия задана условиями: a1 = 6, an+1=an+6. Какое из данных чисел является членом этой прогрессии? 

1) 80     2) 56     3) 48     4) 32 
10. Выписано несколько последовательных членов арифметической прогрессии: …; 11; х; –13; –25; … . 
Найдите член прогрессии, обозначенный буквой х.. 
11.      1) 
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Надо для каждой последовательности написать ее в  виде 
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Варианты для самостоятельного решения

1 вариант

1)Найдите восьмой член последовательности      уn   =   n²+ 2 ;  
                                                                  n - 5

2) Найдите пятый член последовательности заданной рекуррентным способом у1 = ¼, уn = 2y n-1  (n = 2,3,4,5,…).

3) Подберите формулу n- го члена последовательности   3/2;  5/3;   7/4;  9/5; 11 /6…

4) Сколько членов последовательности  6, 13, 20,  27,….меньше числа 63?

5) у1 = 2,  у2 = 1,      уn = 2y n-2 + 3 y n-1 (n = 3,4,5,…).

Найдите n, если известно, что уn  = 83.
2 вариант
1) Найдите седьмой член последовательности           уn   =  n + 2 ;  
                                                                         n² - 13
2) Найдите шестой член последовательности заданной рекуррентным способом у1 = 2, уn = y n-1 + 4 (n = 2,3,4,5,…).
3) Подберите формулу n- го члена последовательности  2/1;  3/3;  4/5;  5/7;  6/9;…..

4) Сколько членов последовательности  4, 8, 12,  16,….меньше числа 93?

5) у1 = 1,  у2 = 2,      уn = 3y n-2 + 2 y n-1 (n = 3,4,5,…).

Найдите n, если известно, что уn  = 182.
Контрольные вопросы и задания
1. Какие способы задания последовательности вы знаете?

2. Какая формула называется рекуррентной?
3. Каким способом можно найти члены последовательности?

ПРЕДЕЛЫ
Проверь себя!
 Вычислите пределы:
  1. [image: image20.png]lim,_,(x*—3x+8)




                                   2. [image: image22.png];. %2 +2x+1"
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8. Доказать, что 

9. Дана функция f(х) = [image: image34.png]{x+3 mpux =0,
x—1npux<0.



 

Найдите точку разрыва и значение функции в этой точке.

10. Установите соответствие между пределами и их значениями.

1. [image: image35.png]am

sin 2x

.



         2. [image: image36.png]sinx
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ПРЕДЕЛ
[image: image225.png]



 Немного полезной информации
Определение предела функции
Постоянная величина а называется пределом пе​ременной величины х, если эта переменная при своем изменении неограниченно приближается к А.
Символически это записывается так: [image: image40.png]



Это означает: чтобы найти предел функции, нужно в функцию вместо x подставить то значение, к которому стремится x.
[image: image226.png]




Пример 1. Найти предел функции  при                                                     

Решение. Подставляем вместо x значение 0. Получаем: 

[image: image41.png]it
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Итак, предел данной функции при x →0  равен 1.
Пример 2. Найти предел функции        [image: image42.png]sw=1

x



    при  х→∞                                                                       

Решение: Подставляем вместо x бесконечность. Получаем, что последовательность значений функции является бесконечно малой величиной и поэтому имеет предел, равный нулю:

[image: image43.png]



Для наглядности и убедительности, решая данный пример в черновике, можете подставить вместо x супербольшое число. При делении получите супермалое число.
В дальнейшем будем использовать символические записи для любого числа
                 
               [image: image46.png]


,       [image: image47.png]8w



,         [image: image48.png]


,         [image: image49.png]oim



.
Зная предел функции при х→∞, можно построить горизонтальную асимптоту графика (если предел равен b, то y = b - горизонтальная асимптота); обратно: если известна горизонтальная асимптота графика функции, можно сделать вывод о ее пределе при  x→∞ (если y = b – горизонтальная асимптота, то lim х →∞f(x) = b.
Если предел равен ∞, то прямая х = а - вертикальная асимптота графика функции y = f(x), lim х →аf(x) = ∞.
Теоремы о пределах функции
Если  при x →x0 существуют пределы функции f и g, то:

1) Если функция y = f(x) имеет предел при x →x0, то этот предел  единственный.

2) Предел постоянной равен этой постоянной:    [image: image51.png]limC=C




3) Предел суммы двух функции равен сумме пределов:    

                      [image: image53.png]2o (f0) + 9(x)) = lim £(x) + lim g(x)



;
4) Предел произведения двух функции равен произведению их 
           пределов: 
[image: image55.png]1o (f() - 9(0)) = lim £(x) - lim g(x)



;
5) Предел отношения двух функции равен отношению пределов этих функции: [image: image57.png]1 _ e
Fg(x)  limald




, где [image: image59.png]


≠0.

6) Постоянный множитель можно выносить за знак предела:

                     [image: image61.png]lim kf(x) = lim k- lim f{x) =k - lim f(x)
e oty g =t



, 
            где k – постоянный множитель.
Решение пределов через раскрытие неопределённостей

При определении предела некоторой функции, заданной аналитически,  при  x→а или x→∞ , +∞, -∞,  при формальной подстановке этой величины в качестве аргумента в формулу можно получить неопределенности вида: 
[image: image62.png]


,  [image: image63.png]


, 0*∞, ∞-∞, ∞0, 0∞, или 1∞.
В этом случае нельзя судить о существовании предела и использовать некоторые приемы для раскрытия неопределенности. 

 Для их раскрытия или, точнее, ухода от неопределённостей существует несколько искусственных приёмов преобразования вида выражения под знаком предела. 
Эти приёмы следующие: почленное деление числителя и знаменателя на старшую степень переменной, домножение на сопряжённое выражение и разложение на множители для последующего сокращения с использованием решений квадратных уравнений и формул сокращённого умножения.

Тренировочные задания
№1. Вычислите пределы:
	1. [image: image65.png]lim, _,,(x* —3x7 + 8);




2. [image: image67.png]



3. [image: image69.png]



4. [image: image71.png]x 423
—1





5. [image: image73.png]


;

6. [image: image75.png]lim,, (-2 +9x?+x—1)



; 
	7. [image: image77.png](x —)Gx+3)
-3 2o 5




; 
8. [image: image79.png]3x7-Bx+d
25 Jarteat




;

9.  [image: image81.png]


;
10.  [image: image83.png]


;
11. [image: image85.png]



12.  [image: image87.png]


.


№ 2. Вычислите пределы:
1. а) [image: image89.png]


                        б) [image: image91.png]



2. а) [image: image93.png]


                        б) [image: image95.png]x—4xt413
besoe T aaiat





3. а) [image: image97.png]


                       б) [image: image99.png]



4. а) [image: image101.png]


                         б) [image: image103.png]x-3xtd
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5. а) [image: image105.png]3 gx+s
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                       б) [image: image107.png]


;
6. а) [image: image109.png]


                                б) [image: image111.png]



Доказать по определению предела:

1) limх→1 x4 = 1                      4) limх→1 1/(1-x)2 = +∞
2) limх→а sinx = sina              5) limх→0 (x-1)/(1+x) = -1                    
3)  limх→∞ x/(1+x2) = 0          6) limх→-∞ 3√5 = -∞

Варианты для самостоятельного решения
	Iвариант

1. [image: image113.png]lim,_,(x® — 4x% — 2)




2. [image: image115.png]im, ., (2255°)




3. [image: image117.png]L2
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4. [image: image119.png]lim,._o5
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5. [image: image121.png]. x%+3x-10
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6. [image: image123.png]lim,
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7. [image: image125.png]lim,
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	II вариант

1. [image: image127.png]lim, _,(x* — 5x + 13)




2. [image: image129.png]



3. [image: image131.png]lim,_.
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4. [image: image133.png]lim,
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5. [image: image135.png]lim, _
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6. [image: image137.png]



7. [image: image139.png]lim,

sin 6x





	
	


Контрольные вопросы и задания

1. Что такое предел? 
2. Перечислите основные теоремы о пределах. 
3. Назовите основные приемы вычисления пределов функций.
РЯДЫ
[image: image227.png]



Немного полезной информации

Определение 1.  Числовым рядом с общим членом  называют последовательность чисел  соединенных знаком сложения, т.е. выражение вида:
а1+ а2+…+ аn+ … .

Такой ряд записывают также в виде 

Пример 1. Если [image: image141.png]


, то ряд имеет вид:

[image: image142.png]1.1 1
ST
B B






или         
Сумма ряда. Сходящиеся и расходящиеся ряды. При сложении конечного числа слагаемых всегда получается определённый числовой результат, вычислить же сумму бесконечного числа слагаемых не может ни человек, ни компьюьтер, поскольку процесс сложения членов ряда (по самому определению) никогда не кончается.
Таким образом, выражение а1+ а2+…+ аn+ … является формальным, ведь сумма бесконечного числа слагаемых не определена. Но тем не менее в этом выражении поставлен знак суммирования и подразумевается, что члены ряда как-то складываются. Сумма любого конечного числа слагаемых будет найдена, если их складывать последовательно по одному. Это приводит к мысли поставить в соответствие ряду некоторое число и назвать его суммой ряда, где  S1=a1, a  Sn= а1+ а2+…+ аn c этой целью вводят понятие частичной суммы ряда. То есть, сумма n первых членов ряда называется n-й частичной суммой: Sn= а1+ а2+…+ аn
Частичные суммы имеют конечное число слагаемых, это «обычные» суммы, их можно найти, подсчитать. Для ряда получаем бесконечную последовательность его частичных сумм.
Определение 2. Ряд называется сходящимся, если последовательность его частичных сумм имеет конечный предел, т.е. если существует limn→∞Sn. Если последовательность частичных сумм не имеет конечного придела, ряд называется расходящимся.
Проверь себя!

1. По указанным первым членам ряда найдите одну из возможных формул для  n-го члена каждого из нижеприведенных рядов:
    1)[image: image144.png]
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2. По известной формуле для общего члена напишите 5 первых членов каждого из нижеприведенных рядов:

1) an=[image: image156.png]


;              2) an=[image: image158.png]1
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3. Запишите ряд,  используя знак суммы: 
              [image: image160.png]



4. Найдите выражение для частичной суммы ряда. В случае сходимости вычислите сумму ряда:
[image: image161.png]



Тренировочные задания
1. По известной формуле для общего члена напишите 5 первых членов каждого из нижеприведенных рядов:

                  1) an= [image: image163.png](e 1)



;                2)  an=[image: image165.png]


;               3) an=[image: image166.png]241"
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.   
2. Напишите   а4, а9, а15, а17, если

             an=[image: image170.png](5—n) npu 1=n<4,
! npu 5<n<15,

=7

npu n =16




3. Пусть an= [image: image172.png]


  .    Напишите     an+1 ,   a2n,     a3n-1,  an2. 

Найдите отношение   [image: image174.png]


.
4. По указанным первым членам ряда найдите одну из возможных формул для  n-го члена каждого из нижеприведенных рядов:

A.1) 1+ [image: image176.png]


 + [image: image178.png]


 + [image: image180.png]



         2) 1 - [image: image182.png]


 + [image: image184.png]


 - [image: image186.png]



            В.1) 2 + [image: image188.png]


     2)[image: image190.png]
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.
5. По известной частичной сумме ряда определите общий член и найдите сумму каждого из нижеприведенных рядов:
                    1)Sn =[image: image194.png]2457
=




;                2)   Sn = [image: image196.png]e



;

6. Запишите каждый из нижеприведенных рядов, используя знак суммы: 
A. 1+ [image: image198.png]1,1
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C.[image: image200.png]




 QUOTE [image: image201.png]
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Проверьте также, правильно ли выписаны здесь первые члены ряда.
7. Найдите выражение для частичной суммы каждого из нижеприведенных рядов. В случае сходимости вычислите сумму ряда:
               1)  [image: image203.png]N 1
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 ;       2) [image: image204.png]Z m+1
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  ;         3) [image: image205.png]
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Варианты для самостоятельного решения

I вариант
1. Установите, какие из последовательностей {an} сходящиеся, а какие – расходящиеся:

           [image: image207.png]


           [image: image209.png]


                 [image: image210.png]



2.  По указанным первым членам ряда найдите одну из возможных формул для n-го члена каждого из нижеприведенных рядов:

               [image: image211.png]


                 
              [image: image212.png]



II вариант
1. Установите, какие из последовательностей {an} сходящиеся, а какие – расходящиеся:

[image: image219.png]


   1. [image: image216.png]


          2.  [image: image217.png]


        3.            
2. По указанным первым членам ряда найдите одну из возможных формул для n-го члена каждого из нижеприведенных рядов:

           1. [image: image220.png]


                  
           2.  [image: image221.png]


.
Контрольные вопросы и задания
1) Что называется частичной суммой числового ряда?
2) Что называется суммой ряда?

3) Какой ряд называется сходящимся, расходящимся?
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