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ВВЕДЕНИЕ
В методических указаниях содержатся сведения, необходимые для выполнения практического занятия. Каждое теоретическое утверждение иллюстрируется одним или несколькими примерами, что должно позволить студенту самостоятельно решить соответствующие задачи практического занятия.
Методические указания позволяют совершенствовать методы обучения и организации учебного процесса, создает возможность организации разнообразных видов самостоятельной деятельности студентов, направленной на творческое развитие, на формирование математической культуры.
В результате освоения учебной дисциплины обучающийся должен уметь:

- вычислять вероятность событий с применением элементов комбинаторики;

- использовать методы математической статистики

В результате освоения учебной дисциплины обучающийся должен знать:

- основы теории вероятностей и математической статистики;

- основные понятия теории графов.
В практикум включены практические задания по разделам:

· Элементы комбинаторики;

· Основы теории вероятностей;

· Дискретные случайные величины;

· Непрерывные случайные величины;

· Центральная предельная теорема. Закон больших чисел. Вероятность и частота;

· Выборочный метод. Статистические оценки параметров распределения;

· Моделирование случайных величин. Метод статистических испытаний;

· Элементы теории графов.
Практические занятия включают краткое описание теоретического материала, порядок выполнения работы, блок контрольных вопросов, задания. Задания систематизированы и дифференцированы по уровню сложности. Наличие заданий нескольких уровней позволяет индивидуализировать выполнение практического занятия. 
Правила выполнения практических занятий
Студент должен строго выполнять весь объем домашней подготовки, указанный в описаниях соответствующих практических занятий. 

Каждое практическое занятие начинается с целей и постановки задачи, а заканчивается списком вопросов отчета, который должен быть предъявлен преподавателю по окончании выполнения практических заданий.

Все практические занятия взаимосвязаны. Каждое следующее занятие опирается на предыдущее, на ранее приобретенные знания и умения.

Все практические занятия требуют серьезной и объемной по времени домашней подготовки. Подготовка включает изучение теоретического материала, ответы на контрольные вопросы, разбор решения типовых примеров и задач.
Студент предоставляет преподавателю отчет о проделанной работе с обсуждением полученных результатов после выполнения работы
Окончательная оценка за выполненные практические задания учитывает: объём выполненной работы, уровень сложности выполненных заданий, владение теоретическим материалом при защите выполненной работы.
ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАНЯТИЯ 
Практическое занятие № 1
Тема: Решение задач на расчет количества выборок.

Цель занятия: решение задач на расчет выборок, с применением элементов и формул комбинаторики, развитие самостоятельной мыслительной деятельности, вычислительных навыков, творческого мышления студентов.
Студент должен знать:  основные комбинаторные объекты (типы выборок); формулы и правила количества выборок (для каждого из типов  выборок) уметь: определять тип комбинаторного объекта (тип выборки); рассчитывать  количество выборок заданного типа в заданных условиях.
Пояснения к работе

Пусть 
[image: image1.wmf]W

 - пространство элементарных событий рассматриваемого опыта. Для каждого возможного в этом опыте события А выделим совокупность всех элементарных событий, наступление которых необходимо влечёт наступление А. Эти элементарные события благоприятствуют появлению А. Множество этих элементарных событий обозначим тем же символом А, что и соответствующее событие.


Таким образом, событие А состоит в том, что произошло одно из элементарных событий, входящих в указанное множество А. Мы отождествляем событие А и соответствующее ему множество А элементарных событий.


Событие называется достоверным, если оно наступает в результате появления любого элементарного события. Обозначение:  
[image: image2.wmf]W

.

Невозможным назовём событие, не наступающее ни при каком элементарном событии. Обозначение: (. 

Пример. В опыте с кубиком достоверным является событие, что выпадет число, меньшее 7. Невозможным – выпадет отрицательное число.

Суммой (или объединением) двух событий  А и В назовём событие А+В (или А(В), происходящее тогда и только тогда, когда происходит или А, или В. Сумме событий А и В соответствует объединение множеств А и В. Очевидные соотношения: А+(=А, А+
[image: image3.wmf]W

=
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, А+А=А.

Пример. Событие «выпало чётное» является суммой событий: выпало 2, выпало 4, выпало 6.

Произведением (или пересечением) двух событий  А и В назовём событие АВ (или А(В), которое происходит тогда и только тогда, когда происходит и А, и В. Произведению событий А и В соответствует пересечение множеств А и В. 

Очевидные соотношения: А(=(, А
[image: image5.wmf]W

=А, АА=А.

Пример. «Выпало 5» является пересечением событий: выпало нечётное и выпало больше 3-х.

Два события назовём несовместными, если их одновременное появление в опыте невозможно, т.е. АВ=(.

Пример. Выпало чётное число и выпало нечётное число – события несовместные.

Событие 
[image: image6.wmf]А

 назовём противоположным к А, если оно происходит тогда и только тогда, когда А не происходит. Очевидные соотношения: А+
[image: image7.wmf]А

=
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, А
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Пример. Выпало чётное число и выпало нечётное число – события противоположные.

Разностью событий А и В назовём событие А\В, происходящее тогда и только тогда, когда происходит А, но не происходит В. Очевидные соотношения: 
[image: image11.wmf]-
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=
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\А,  А\В=А
[image: image13.wmf]-
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Операции сложения и умножения обладают следующими свойствами: А+В=В+А, АВ=ВА, А(В+С)=АВ+АС, А(ВС)=(АВ)С.

Пример. Производится два выстрела по цели. Пусть событие А – попадание в цель при первом выстреле и В – при втором, тогда 
[image: image14.wmf]-

А

 и 
[image: image15.wmf]-

В

- промах соответственно при первом и втором выстрелах. Обозначим поражение цели событием С и примем, что для этого достаточно хотя бы одного попадания. Требуется выразить С через А и В.

Решение. Цель будет поражена в следующих случаях: попадание при первом и промах при втором; промах при первом и попадание при втором; попадание при первом и втором выстрелах. Перечисленные варианты можно соответственно записать: А
[image: image16.wmf]-
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,  
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А

В и АВ. Интересующее нас событие заключается в наступлении или первого, или второго, или третьего вариантов (хотя бы одного), то есть 

С= А
[image: image18.wmf]-
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В+АВ. 

С другой стороны, событие 
[image: image20.wmf]С

, противоположное С, есть промах при двух выстрелах, то есть 
[image: image21.wmf]В
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, отсюда искомое событие С можно записать в виде С=
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 EMBED Equation.3 [image: image23.wmf]В

А

*

.

Комбинаторными задачами называются задачи, в которых необходимо подсчитать, сколькими способами можно сделать тот или иной выбор, выполнить какое-либо условие.

Пусть имеется множество, содержащее n элементов. Каждое его упорядоченное подмножество, состоящее из k элементов, называется размещением из n элементов по k элементов:


[image: image24.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image25.wmf])!
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Пример. Группа учащихся изучает 7 учебных дисциплин. Сколькими способами можно составить расписание занятий на понедельник, если в этот день недели должно быть 4 различных урока?

Решение. Число способов равно числу размещений из 7 элементов по 4, т.е. равно 
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. Получаем 
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Размещения из n элементов по n элементов называются перестановками из n элементов:


[image: image29.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image30.wmf]!
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Пример. Сколько шестизначных чисел, кратных пяти, можно составить из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6 при условии, что в числе цифры не повторяются?

Решение. Цифра 5 обязана стоять на последнем месте. Остальные пять цифр могут стоять на оставшихся пяти местах в любом порядке. Следовательно, искомое число шестизначных чисел, кратных пяти, равно числу перестановок из пяти элементов, т.е. 5!=5*4*3*2*1=120.

Сочетания. Пусть имеется множество, состоящее из n элементов. Каждое его подмножество, содержащее k элементов, называется сочетанием из n элементов по k элементов:
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Пример. Сколько матчей будет сыграно в футбольном чемпионате с участием 16 команд, если каждые две команды встречаются между собой один раз?

Решение. Матчей состоится столько, сколько существует двухэлементных подмножеств у множества, состоящего из 16 элементов, т.е. их число равно 
[image: image32.wmf]120
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Свойства сочетаний: 
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ЗАДАНИЕ Вычислить вероятность событий в нижеследующих задачах:

1. В ящике 300 деталей. Известно, что 150 из них 1 сорта, 120-2 сорта, а остальные - 3 сорта. Определить вероятность, что взятая наугад деталь будет 1 сорта.
2. В условиях задачи 1 определить вероятность того, что взятая деталь будет 2 сорта.
3. В условиях задачи 1 определить вероятность того, что взятая деталь будет 3 сорта.

4. В условиях задачи 1 определить вероятность того, что взятая деталь окажется 1-го или 2-го сорта. В условиях задачи 1 определить вероятность того, что взятая деталь окажется 2-го или 3-го сорта.
5. В условиях задачи 0 определить вероятность того, что взятая деталь окажется 1-го или 3-го сорта.

6. Среди 20 экзаменационных билетов 5 содержат легкие вопросы. Определить вероятность того, что первому экзаменующемуся достанется легкий билет.

7. В условиях задачи 5 определить вероятность того, что легкий билет не достанется.
8. Предприниматель получил партию товара в 100 упаковках. Известно, что 4 упаковки содержат бракованный товар. Определить вероятность того, что взятая наугад упаковка содержит брак.

9. В условиях задачи 7 определить вероятность того, что взятая упаковка не содержит брак.

10. Имеется 5 видов конвертов и 4 вида марок. Сколькими способами можно выбрать конверт с маркой?

11. Сколько словарей нужно издать, чтобы переводить с любого из 5 языков на любой другой?

12. Есть пятиразрядный цифровой замок, каждый диск которого содержит цифры от0 до 5. Сколько комбинаций таких цифр?

13. Сколькими способами можно упорядочить множество цифр от 1 до 2n так, чтобы все четные числа стояли на четных местах.

14. Сколькими способами можно упорядочить множество цифр от 1 до n так, чтобы числа 1,2,3 стояли рядом и в порядке возрастания.

15. Какое количество различных символов можно передать не более чем 5 знаками «.» и «-».

16. Автомобильные номера состоят из 3 букв и 4 цифр. Найти количество возможных номеров, если используются 32 букв русского алфавита.

17. Сколько машинных слов можно составить из букв слова КОЛОКОЛ, слова ВОДОРОД.

18. Сколькими способами 9 одинаковых конфет можно разложить по 5 пакетам, если ни один из пакетов не должен быть пустым. Тот же вопрос, но пакеты могут быть пустыми.
1 вариант.

1. Решите уравнение: 
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2. Сколькими способами могут разместиться  пять человек вокруг круглого стола?

3. Сколько двузначных чисел можно составить из цифр 1;2;5;8;9 так чтобы в каждом числе не было одинаковых цифр?

4. В бригаде из двадцати пяти человек нужно выделить четырех для работы на определенном участке. Сколькими способами это можно сделать?

5. В вазе с фруктами лежит 12 персиков и 9 слив. Сколькими способами можно выбрать 4 персика и 3 сливы?

2 вариант.

1. Решите уравнение: 
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2. Сколькими способами можно расставить на полке семь книг?

3. Сколько существует вариантов распределения трех призовых мест, если в розыгрыше участвуют семь команд?

4. Из 15 членов туристической группы надо выбрать трех дежурных. Сколькими способами можно сделать этот выбор?

5. На полке стоит 4 энциклопедии и 11 детективов. Сколькими  способами можно выбрать пять детективов и две энциклопедии?

3 вариант.

1. Решите уравнение: 
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2. Сколькими способами можно составить список из шести человек?

3. Сколько различных четырехзначных чисел можно составить из цифр 0;1;2;3;4;5;6;7;8;9?

4. В магазине «Филателия» продается 8 различных наборов марок, посвященных спортивной тематике. Сколькими способами можно выбрать из них 3 набора?

5. В классе учатся 16 мальчиков и 12 девочек. Для генеральной уборки класса требуется выделить 4 мальчиков и 3 девочек. Сколькими способами это можно сделать?

4 вариант.

1. Решите уравнение: 
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2. В соревнованиях участвовало четыре команды. Сколько вариантов распределения мест между ними возможно?

3. Сколько вариантов расписания можно составить на один день, если всего имеется восемь учебных предметов, а в расписание на день могут быть включены только три из них?

4. Учащимся дали список из 10 книг, которые рекомендуется прочитать во время каникул. Сколькими способами ученик может выбрать из них 6 книг?

5. В библиотеке читателю предложили на выбор из новых поступлений 10 книг и 4 журнала. Сколькими способами он может выбрать из них 3 книги и 2 журнала?

Контрольные вопросы:

1. Что называется перестановкой из n элементов?

2. Какой смысл имеет запись n! ?

3. По какой формуле вычисляют число перестановок из n элементов?

4. Что называется размещением  из n элементов по k?

5. По какой формуле вычисляют число размещений из n элементов по k?

6. Что называется сочетанием  из n элементов по k?

7. По какой формуле вычисляют число сочетаний из n элементов по k?

Практическое занятие № 2
Тема: Вычисление вероятностей событий по классической формуле определения вероятности.

Цель занятия: вычисление вероятностей событий по классической формуле определения вероятности, развитие самостоятельной мыслительной деятельности, вычислительных навыков, творческого мышления студентов.
Студент должен понимать постановку задачи по вычислению вероятности события. Знать свойства вероятности. Уметь вычислять вероятность наступления события по классической формуле том числе с применением элементов комбинаторики. Знать алгоритм вычисления геометрической вероятности.
Пояснения к работе

Классическое определение вероятности: вероятность Р(А) события А равна отношению числа возможных результатов опыта (М), благоприятствующих событию А, к числу всех возможных результатов опыта (N):
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Пример 1. Подбрасывание игральной кости один раз. Событие А состоит в том, что выпавшее число очков – чётно. В этом случае N=6 – число граней куба; М=3 – число граней с чётными номерами; тогда Р(А)=3/6=1/2.

Пример 2. Подбрасывание симметричной монеты 2 раза. Событие А состоит в том, что выпало ровно 2 герба. В этом случае N=4, т.к. 
[image: image40.wmf]W

={ГГ, ГР, РГ, РР}; М=1, т.к. А={ГГ}. Тогда Р(А)= ¼.

Пример 3. Вытягивание шара из урны, содержащей 2 белых и 3 чёрных шара. Событие А состоит в том, что вытянули чёрный шар. В этом случае N=2+3=5 (общее число шаров в урне), М=3 (число чёрных шаров), тогда Р(А)=3/5.

Пример 4. Набирая номер телефона, абонент забыл две последние цифры. Какова вероятность того, что он с первого раза наберёт эти цифры правильно, если он помнит, что они различны?

Решение. Обозначим А – событие, состоящее в том, что абонент, набрав произвольно две цифры, угадал их правильно. М – число правильных вариантов, очевидно, что М=1; N – число различных цифр, 
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Таким образом, Р(А)=M/N=1/90.

Пример 5. Шесть шариков случайным образом располагаются в шести ящиках так, что для каждого шарика равновероятно попадание в любой ящик и в одном ящике может находиться несколько шариков. Какова вероятность того, что в каждом ящике окажется по одному шарику?

Решение. Событие А – в каждом ящике по одному шарику. М – число вариантов распределения шариков, при которых в каждый ящик попадает по одному шарику, М=6! (число способов переставить между собой 6 элементов). N – общее число вариантов N=66 (так как каждый шарик может попасть в каждый из ящиков). В результате получаем 
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Пример 6. В урне 3 белых и 4 чёрных шара. Из урны вынимаются два шара. Найти вероятность того, что оба шара будут белыми.

Решение. Обозначим: А – событие, состоящее в появлении белых шаров; N – число способов вытащить 2 шара из 7; 
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; M – число способов вытащить 2 белых шара из имеющихся 3 белых шаров; 
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ЗАДАНИЕ  Выполнить одно из приведенных заданий. Вычислить вероятность события, используя комбинаторные формулы.
1. Из 20 сберегательных касс 10 располагаются за чертой города. Для проверки случайным образом отобраны 5 касс. Какова вероятность того, что среди отобранных окажется 3 кассы в черте города, а 2 нет?
2. Из шести карточек с буквами Л, И, Т, Е, Р, А наудачу выбирают
последовательно четыре. Какова вероятность того, что при этом
получится слово - ТИРЕ?
3. На складе хранится 50 пар обуви, из низ 40 пар 1-го сорта, 10 пар второго сорта. Какова вероятность того, что из трех пар, взятых наудачу, одна окажется 1 сорта, а две второго ?

4. Буквы разрезной азбуки А, Б, Р, К перемешаны, а затем вынимаются наугад и раскладываются в порядке извлечения. Какова вероятность получить при этом слова «КРАБ» или БРАК».

5. Из 60 вопросов дисциплины студент знает 50. Какова вероятность того, что студент ответит на все три предложенных ему вопроса.?
6. Из 25 деталей, среди которых 18 стандартных, наудачу взяты две детали. Какова вероятность, что все взятые детали стандартные ?

7. Студент знает 20 из 25 вопросов программы. Какова вероятность, что студент ответит на три предложенных экзаменатором вопроса ?
8. Из 20 деталей, среди которых 15 стандартных, наудачу взяты две детали. Какова вероятность что одна деталь стандартная, а вторая -нет ?
9. Из партии в 1000 деталей контролер отобрал для проверки 50. Найти вероятность того, что среди отобранных не окажется бракованных, если во всей партии их 4.
10. На складе имеется 15 телевизоров, 10 из которых изготовлены на Воронежском заводе. Какова вероятность того, что среди 5 наудачу отобранных телевизоров 3 окажутся Воронежскими?
1 вариант.

1. В ящике имеется 15 деталей, среди которых 10 окрашенных. Сборщик наудачу извлекает 3 детали. Найти вероятность того, что извлеченные детали окажутся окрашенными.

2. В цехе работают 10 мужчин и 5 женщин.  По табельным номерам наудачу отобраны 7 человек. Найти вероятность того, что среди отобранных лиц окажутся 3 женщины.

3. В урне 10 белых и 5 черных шаров. Сколькими способами можно наугад вынуть 3 шара, чтобы 2 шара оказались белыми, а один черным?

4. Отдел технического контроля обнаружил 15 бракованных ламп в партии из случайно отобранных 200 ламп. Найти относительную частоту появления бракованных ламп.

5. При испытании партии приборов относительная частота годных приборов оказалась равной 0,8. найти число годных приборов, если всего было проверено 250 приборов.

2 вариант.

1. В урне имеется 20 шаров, среди которых 12 красного цвета. Из урны наудачу извлекают 5 шаров. Найти вероятность того, что извлеченные шары не красные.

2. В партии из 15 деталей имеется 3 стандартных. Наудачу отобраны 4 детали. Найти вероятность того, что среди отобранных деталей ровно 2 стандартных.

3. В группе 20 юношей и 10 девушек. Сколькими способами можно избрать трех юношей и двух девушек для участия в слете студентов?

4. По цели произведено 40 выстрелов, причем зарегистрировано 37 попаданий. Найти относительную частоту промахов.

5. При испытании партии телевизоров относительная частота бракованных телевизоров оказалась равной 0,15. найти число качественных телевизоров, если было проверено 400 телевизоров.

3 вариант.

1. В ящике 100 деталей, из них 18 бракованных. Наудачу извлечены4 детали. Найти вероятность того, что среди извлеченных деталей нет бракованных.

2. На складе имеется 25 кинескопов, причем 15 из них изготовлены Минским заводом. Найти вероятность того, что среди взятых наудачу кинескопов окажутся 4 кинескопа Минского завода.

3. В урне 10 белых и 5 черных шаров. Сколькими способами можно наугад вынуть 3 шара, чтобы один шар оказался белыми, а  два черным?

4. По цели произведено 30 выстрелов, причем зарегистрировано 28 попаданий. Найти относительную частоту попаданий в цель.

5. При проверке качества электрических лампочек оказалось, что относительная частота бракованных лампочек равна 0,2. Найти  число качественных электрических лампочек, если всего было проверено 600 лампочек.

4 вариант.

1. Устройство состоит из 15 элементов, из которых 4 изношены. При включении устройства включаются случайным образом 3 элемента. Найти вероятность того, что включенными окажутся неизношенные элементы.

2. В группе 28 студентов, среди которых 6 отличников. По списку наудачу отобраны 9 студентов. Найти вероятность того, что среди отобранных студентов 4 отличника.

3. В партии из 12 деталей имеется 7 стандартных. Найти вероятность того, что среди шести взятых наугад деталей 4 - стандартные.

4. Отдел технического контроля обнаружил 25 бракованных деталей в партии из случайно отобранных 300 деталей. Найти относительную частоту появления стандартных деталей.

5. При проверке учебников относительная частота качественных учебников оказалась равной 0,85. найти число бракованных книг, если всего было проверено 400 учебников.

Контрольные вопросы:

1. Какое событие называют достоверным?

2. Какое событие называют невозможным?

3. Дайте определение противоположных событий.

4. Сформулируйте классическое определение вероятности.

5. Чему равна вероятность достоверного события?

6. Чему равна вероятность невозможного события?

7. Каким неравенствам удовлетворяет вероятность любого события?

8. Что называется относительной частотой события?

Практическое занятие № 3
Тема: Вычисление вероятностей сложных событий.
Цель занятия: решение задач на вычисление условных вероятностей,  выполнение операций над вероятностями, развитие логического и творческого мышления студентов,  самостоятельной деятельности, вычислительных навыков.
Студент должен понимать постановку задачи по вычислению вероятности события. Знать свойства вероятности. Уметь вычислять вероятность наступления события по классической формуле том числе с применением элементов комбинаторики. Знать алгоритм вычисления геометрической вероятности.
Пояснения к работе

Вероятность противоположного события 
[image: image46.wmf]А

 определяется по формуле: р(
[image: image47.wmf]А

)=1- р(А).

Для несовместных событий вероятность суммы двух событий вычисляется по формуле: 

р(А+В)=р(А)+р(В).

Пример. Завод производит 85% продукции первого сорта и 10% - второго. Остальные изделия считаются браком. Какова вероятность, что взяв наудачу изделие, мы получим брак?

Решение. Р=1-(0,85+0,1)=0,05.

Вероятность суммы двух любых случайных событий равна р(А+В)=р(А)+р(В)-р(АВ).

Пример. Из 20 студентов 5 человек сдали на двойку экзамен по истории, 4 – по английскому языку, причём 3 студента получили двойки по обоим предметам. Каков процент студентов в группе, не имеющих двоек по этим предметам?

Решение. Р = 1 - (5/20 + 4/20 - 3/20) = 0,7 (70%)

Условной вероятностью события В при условии, что событие А произошло, называется 
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Пример. В урне лежит N шаров, из них n белых. Из неё достают шар и, не кладя его обратно, достают ещё один. Чему равна вероятность того, что оба шара белые?

Решение. Обозначим А – событие, состоящее в том, что первым вынули белый шар, через В событие, состоящее в том, что первым вынули чёрный шар, а через С событие, состоящее в том, что вторым вынули белый шар; тогда
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Пример. Из 30 экзаменационных билетов студент подготовил только 25. Если он отказывается отвечать по первому взятому билету (которого он не знает), то ему разрешается взять второй. Определить вероятность того, что второй билет окажется счастливым.

Решение. Пусть событие А заключается в том, что первый вытащенный билет оказался для студента «плохим», а В – второй – «хорошим». Поскольку после наступления события А один из «плохих» уже извлечён, то остаётся всего 29 билетов, из которых 25 студент знает. Отсюда искомая вероятность равна Р(В/А)=25/29.

Вероятность произведения:

p(AB)=p(A)*p(B|A)=p(B)*p(A|B).

Пример. По условиям предыдущего примера найти вероятность успешной сдачи экзамена, если для этого студент должен ответить на первый билет, или, не ответив на первый, обязательно ответить на второй.

Решение. Пусть события А и В заключаются в том, что соответственно первый и второй билеты «хорошие».  Тогда 
[image: image54.wmf]А

 - появление «плохого» билета в первый раз. Экзамен будет сдан, если произойдёт событие А, или одновременно 
[image: image55.wmf]А

 и В. То есть искомое событие С – успешная сдача экзамена выражается следующим образом: С=А+
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В. Отсюда

р(С)=р(А+
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В)=р(А)+р(
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В)=р(А)+р(
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)=25/30+5/30*25/29=0,977

или

р(С)=1 - р(
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Случайные события А и В назовём независимыми, если

р(АВ)=р(А)*р(В).

Пример. Рассмотрим предыдущий пример с урной, содержащей N шаров, из которых n белых, но изменим опыт: вынув шар, мы кладём его обратно и только затем вынимаем следующий. А – событие, состоящее в том, что первым вынули белый шар, В – событие, состоящее в том, что первым вынули чёрный шар, а С – событие, состоящее в том, что вторым вынули белый шар; тогда
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т.е. в этом случае события А и С независимы.

Пусть события 
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 удовлетворяют условиям 
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Такую совокупность называют полной группой событий.

Пусть интересующее нас событие А может наступить после реализации одного из Hi  и известны вероятности p(Hi), p(A|Hi). В этом случае справедлива формула полной вероятности
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Пример 1. Литьё в болванках поступает из 2-х цехов: 70% из первого и 30% из второго. При этом продукция первого цеха имеет 10% брака, а второго 20%. Найти вероятность того, что одна взятая наугад болванка имеет дефект.

Решение. p(H1)=0,7; p(H2)=0,3; p(A|H1)=0,1; p(A|H2)=0,2; Р=0,7*0,1+0,3*0,2=0,13 (13% болванок в цехе дефектны).

Пример 2. В урне лежит N шаров, из которых n белых. Достаём из неё (без возвращения) два шара. Какова вероятность, что второй шар белый?

Решение.  H1 – первый шар белый;  р (H1)=n/N;

                   H2 – первый шар чёрный; p(H2)=(N-n)/N;

A – второй шар чёрный; p(A|H1)=(n-1)/(N-1); p(A|H2)=n/(N-1) 

Р(A)=p(H1)*p(A|H1)+p(H2)*p(A|H2)=
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Формула Байеса.

Предположим, что выполняются условия предыдущего пункта и дополнительно известно, что событие А произошло. Найдём вероятность того, что при этом была реализована гипотеза Hk. По определению условной вероятности 
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Полученное соотношение  - это формула Байеса. Она позволяет по известным (до проведения опыта) p(Hi)  и условным вероятностям p(A|Hi) определить условную вероятность p(Hi/А), которую называют апостериорной (то есть полученной при условии, что в результате опыта событие А уже произошло).

Пример 3. 30% пациентов, поступивших в больницу, принадлежат первой социальной группе, 20% - второй и 50% - третьей. Вероятность заболевания туберкулёзом для представителя каждой социальной группы соответственно равна 0,02, 0,03 и 0,01. Проведённые анализы для случайно выбранного пациента показали наличие туберкулёза. Найти вероятность того, что это представитель третьей группы.

Решение. Пусть H1, H2, H3 – гипотезы, заключающиеся в том, что пациент принадлежит соответственно первой, второй и третьей группам. Очевидно, что они образуют полную группу событий, причём  p(H1)=0,3; p(H2)=0,2; p(H3)=0,5. По условию событие А, обнаружение туберкулёза у больного, произошло, причём условные вероятности по данным условия равны p(А/H1)=0,02; p(А/H2)=0,03; и p(А/H3)=0,01. Апостериорную вероятность p(H3/А) вычисляем по формуле Байеса:
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ЗАДАНИЕ  Выполнить одно из приведенных заданий.
1.
Три станка работают независимо. Вероятность того, что первый станок в течение смены выйдет из строя равна 0,1. Для второго и третьего станка эта вероятность равна соответственно 0,15 и 0,25. Найти вероятность того, что в течение смены выйдет из строя хотя бы один станок.
2.
Найти вероятность того, что откажут не менее двух из трех независимо работающих элементов вычислительного устройства, если вероятность отказа первого, второго и третьего элементов равна 0,25; 0,35; 0,3.
3.
Найти вероятность безотказной работы производственной
системы, изображенной на рисунке, если 
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[image: image83]
4. Найти вероятность безотказной работы производственной системы, указанной на рисунке, если она работает даже при работе хотя бы одного из параллельно включенных элементов и вероятностьбезотказной работы элементов соответственно равна: 
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[image: image87]
5. Найти вероятность безотказной работы производственной системы, изображенной на рисунке, если она работает даже при работе хотя бы одного из параллельно включенных элементов и вероятности безотказной работы элементов соответственно равны: 
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[image: image92]
6.
Найти вероятность того, что откажут два из трех независимоработающих элементов вычислительного устройства, если вероятность отказа первого, второго и третьего элемента соответственно равна 0,3, 0,5, 0,4.
7Найти вероятность того, что откажут две из четырех независимо работающих ламп прибора, если вероятность отказа первой, второй, третьей и четвертой ламп соответственно равна 
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8Найти вероятность работы производственной системы, изображенной на рисунке, если она работает даже при работе хотя бы одного из параллельно включенных элемента и вероятность безотказной работы элемента соответственно равна 
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[image: image101]
9. См. условие 7.
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10. В электрическую цепь последовательно включены три элемента, работающие независимо друг от друга. Вероятность отказов первого, второго и третьего элемента равна соответственно 
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. Найти вероятность того, что тока в цепи не будет.
Вариант 1.

1. Вероятность того, что студент сдаст первый экзамен, равна 0,9; второй – 0,9; третий – 0,8. найти вероятность того, что студент сдаст только второй экзамен.

2. При включении зажигания двигатель начнет работать с вероятностью 0,6. Найти вероятность того, что двигатель начнет работать при третьем включении зажигания.

3. У сборщика имеется 5 конусных и 7 эллиптических валиков. Сборщик взял последовательно 2 валика. Найти вероятность того, что первый из взятых валиков – конусный, а второй эллиптический.

4. Слово арифметика составлено из карточек, на каждой из которых написана одна буква. Затем карточки смешивают и вынимают без возврата по одной. Найти вероятность случая, когда буквы вынимаются в порядке заданного слова.

5. Имеется три ящика, содержащих по 12 деталей. В первом ящике 8, во втором 7 и в третьем 9 стандартных деталей. Из каждого ящика наудачу вынимают по одной детали. Найти вероятность того, что все три вынутые детали окажутся стандартными.

Вариант 2.

1. Вероятность того, что студент сдаст первый экзамен, равна 0,9; второй – 0,9; третий – 0,8. найти вероятность того, что студент сдаст три экзамена. 

2. При включении зажигания двигатель начнет работать с вероятностью 0,75. Найти вероятность того, что двигатель начнет работать при втором включении зажигания.

3. В урне 10 красных шаров и 5 белых. Из урны последовательно вынимают два шара.  Найти вероятность того, что первый из взятых шаров – белый, а второй – красный.

4. Слово программист составлено из карточек, на каждой из которых написана одна буква. Затем карточки смешивают и вынимают без возврата по одной. Найти вероятность случая, когда буквы вынимаются в порядке заданного слова.

5. В трех коробках лежат книги: в первой – 10(из них 3 словаря), во второй – 15(из них 5 словарей) и в третьей – 8(из них 5 словарей). Из каждой коробки наудачу вынимают по одной книге. Найти вероятность того, что все три книги окажутся словарями.  

Вариант 3.

1. Вероятность того, что студент сдаст первый экзамен, равна 0,9; второй – 0,9; третий – 0,8. найти вероятность того, что студент сдаст только один экзамен. 

2. При включении зажигания двигатель начнет работать с вероятностью 0,9. Найти вероятность того, что двигатель начнет работать при третьем включении зажигания.

3. В ящике находятся 5 окрашенных деталей и 7 обычных. Сборщик взял последовательно 2 детали. Найти вероятность того, что первая из взятых деталей – окрашенная, а вторая обычная.

4. Слово статистика составлено из карточек, на каждой из которых написана одна буква. Затем карточки смешивают и вынимают без возврата по одной. Найти вероятность случая, когда буквы вынимаются в порядке заданного слова.

5. В двух ящиках находятся детали: в первом -10(из них 3 стандартных),во втором – 15(из них 6 стандартных). Из каждого ящика наудачу вынимают по одной детали. Найти вероятность того, что обе детали окажутся стандартными.

Вариант 4.

1. Вероятность того, что студент сдаст первый экзамен, равна 0,9; второй – 0,9; третий – 0,8. найти вероятность того, что студент сдаст не менее двух экзаменов.

2. При включении зажигания двигатель начнет работать с вероятностью 0,65. Найти вероятность того, что двигатель начнет работать при втором включении зажигания.

3. У сборщика имеется 10 конусных и 5 эллиптических валиков. Сборщик взял последовательно 2 валика. Найти вероятность того, что первый из взятых валиков – конусный, а второй эллиптический.

4. Слово вероятность составлено из карточек, на каждой из которых написана одна буква. Затем карточки смешивают и вынимают без возврата по одной. Найти вероятность случая, когда буквы вынимаются в порядке заданного слова.

5. Имеется 3 урны по 12 шаров в каждой. В первой урне 10, во второй 8 и в третьей 9 шаров белого цвета. Из каждой урны наудачу вынимают по одному шару. Найти вероятность того, что все три шара окажутся белыми.

Контрольные вопросы:

1. Что называют полной группой события?

2. Дайте определение независимого события.

3. Дайте определение  условной вероятности.

4. Дайте определение совместных событий.

5. Дайте определение несовместных событий.

6. Сформулируйте правило умножения вероятностей.

7. Сформулируйте правило умножения вероятностей.

8. Сформулируйте теорему умножения событий.

9. Сформулируйте теорему сложения событий.

10. Формула условной вероятности.

11. Формула полной вероятности.

Практическое занятие № 4
Тема: вычисление вероятностей событий в схеме Бернулли.

Цель работы: научится вычислять вероятности событий в схеме Бернулли.
Студент должен иметь представление о событии и из классификации. составляющих. Знать понятие случайного события, классическое определение вероятностей. Уметь вычислять вероятность наступления события. Уметь вычислять вероятности суммы совместимых событий, условную вероятность уметь применять формулу Бернулли.
Пояснения к работе

Рассмотрим случай многократного повторения одного и того же испытания или случайного эксперимента. Результат каждого испытания будем считать  не зависящим от того, какой результат наступил в предыдущих испытаниях. В качестве результатов или элементарных исходов каждого отдельного испытания будем различать лишь две возможности:
[image: image110.wmf]A


1) появление некоторого события А;
2) появление события 
[image: image111.wmf]A

, (события, являющегося дополнением А)

Пусть вероятность P(A) появления события А постоянна и равна p (0(.p(1). Вероятность P(
[image: image112.wmf]A

) события 
[image: image113.wmf]A

 обозначим через q: P(
[image: image114.wmf]A

) = 1– p=q.

Примерами таких испытаний могут быть:

1) подбрасывание монеты: А – выпадение герба; 
[image: image115.wmf]A

 – выпадение цифры.


P(A) = P(
[image: image116.wmf]A

) = 0,5.

2) бросание игральной кости: А – выпадение количества очков, равного пяти, 
[image: image117.wmf]A

 выпадение любого количества очков кроме пяти.

 
P(A) =1/6, P(
[image: image118.wmf]A

) =5/6.

3) извлечение наудачу из урны, содержащей 7 белых и 3 черных шара, одного шара (с возвращением): А – извлечение белого шара, 
[image: image119.wmf]A

 – извлечение черного шара


P(A) = 0,7; P(
[image: image120.wmf]A

) = 0,3

Пусть произведено n испытаний, которые мы будем рассматривать как один сложный случайный эксперимент. Составим таблицу из n клеток, расположенных в ряд, пронумеруем клетки, и результат каждого испытания будем отмечать так: если в i-м испытании событие А произошло, то в i-ю клетку ставим цифру 1, если событие А не произошло (произошло событие 
[image: image121.wmf]A

), в i-ю клетку ставим 0.

Если, например, проведено 5 испытаний, и событие А произошло лишь во 2 -м и 5-м испытаниях, то результат можно записать такой последовательностью нулей и единиц: 0; 1; 0; 0; 1.

Каждому возможному результату n испытаний будет соответствовать последовательность n цифр 1 или 0, чередующихся в том порядке, в котором появляются события A и 
[image: image122.wmf]A

 в n испытаниях, например:


1; 1; 0; 1; 0; 1; 0; 0; ... 0; 1; 1; 0

                                 ((((((((((((((
                                          n цифр

Всего таких последовательностей можно составить 
[image: image123.wmf]2

n

 (это читатель может доказать сам).

Так как испытания независимы, то вероятность P каждого такого результата определяется путем перемножения вероятностей событий A и 
[image: image124.wmf]A

 в соответствующих испытаниях. Так, например, для написанного выше результата найдем


P = p(p(q(p(q(p(q(q(...(q(p(p(q
Если в написанной нами последовательности единица встречается х раз (это значит, что нуль встречается n – x раз), то вероятность соответствующего результата будет pnqn-x  независимо от того, в каком порядке чередуются эти x единиц и n–x нулей.

Все события, заключающиеся в том, что в n испытаниях событие A произошло x раз, а событие 
[image: image125.wmf]A

 произошло n-x раз, являются несовместными. Поэтому для вычисления вероятности объединения этих событий (или суммы этих событий), нужно сложить вероятности всех этих событий, каждая из которых равна pnqn-x 
[image: image126.wmf]. Всего таких событий можно насчитать столько, сколько можно образовать различных последовательностей длины n, содержащих x цифр "1" и n–x цифр "0". Таких последовательностей получается столько, сколькими способами можно разместить x цифр "1" (или n – x цифр "0") на n местах, то есть число этих последовательностей равно 
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Отсюда получается формула Бернулли:

Pn(x) = 
[image: image128.wmf]x

n

x

x

n

q

p

C

-


По формуле Бернулли рассчитывается вероятность появления события A "x" раз в n повторных независимых испытаниях, где p – вероятность  появления события A в одном испытании, q - вероятность появления события 
[image: image129.wmf]A

 в одном испытании.

Сформулированные условия проведения испытаний иногда называются "схемой повторных независимых испытаний" или "схемой Бернулли"

Число x появления события A в n повторных независимых испытаниях называется частотой.

Пример. Из урны, содержащей 2 белых и 6 черных шаров, наудачу выбирается с возвращением 5 раз подряд один шар. Подсчитать вероятность того, что 4 раза появится белый шар.

В приведенных выше обозначениях n=8; p=1/4; q=3/4; x=5. Искомую вероятность вычисляем по формуле Бернулли:
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По формуле Бернулли можно подсчитать вероятности всех возможных частот:  x=0,1,2,3,4,5.

Заметим, что если в этой задаче считать, что белых шаров было 20000, а черных 60000, то очевидно p и q останутся неизменными. Однако в этой ситуации можно пренебречь возвращением извлеченного шара после каждой выборки (при не слишком больших значениях x) и считать вероятности всех частот: x=0,1,2,... по формуле Бернулли.

Формула Бернулли при заданных числах p и n позволяет рассчитывать вероятность любой частоты x (0 ( x ( n). Возникает естественный вопрос, какой частоте будет соответствовать наибольшая вероятность?

Предположим, что такая частота существует, и попытаемся ее определить из условия, что вероятность этой частоты не меньше вероятности "предыдущей" и "последующей" частот:


Pn(x) ( Pn (x – 1); Pn(x) ( Pn (x+1)
(*)

Первое неравенство (*) представляется в виде:
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что эквивалентно 
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. Отсюда следует:
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Решая второе неравенство (1), получим
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Таким образом, частота, имеющая наибольшую вероятность (наивероятнейшая частота), определяется двойным неравенством
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Если np + p – целое число (тогда и np – q – целое число), то две частоты: x=np – q и x=np + p обладают наибольшей вероятностью. Например, при 
Ошибка! Ошибка связи. = 7, 
Ошибка! Ошибка связи. = 0,5 наивероятнейшие частоты: x = 3; x = 4.

Пример. Вероятность попадания в цель составляет при отдельном выстреле 
[image: image137.wmf]8

.

0

=

p

. Найти вероятность пяти попаданий при 6 выстрелах.
Решение. Здесь 
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Поэтому искомая вероятность
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Пример. Всхожесть семян данного сорта растений оценивается вероятностью 0,8. Какова вероятность того, что из 5 посеянных семян взойдет не меньше 4?
Решение. Имеем 
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ЗАДАНИЕ  Выполнить одно из приведенных заданий. 
1. Найти вероятность того, что событие А появится не менее трех раз в пяти независимых испытания, если вероятность появления события А в одном испытании 
[image: image149.wmf](
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2. Посажено 10 деревьев. Вероятность того, что деревья приживутся 
[image: image150.wmf]85
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. Найти вероятность того, что приживутся 8 деревьев.
3. В цехе 8 моторов. Вероятность того, что мотор в данный момент включен, равна 0,85. Найти вероятность того, что в данный момент включено не менее двух моторов.
4. Произведено 10 независимых испытаний, в каждом из которых вероятность появления события А равна 0,3. Найти вероятность появления того, что событие А появится хотя бы 3 раза.
5. Вероятность поражения мишени стрелком при одном выстреле равна 0,8. Найти вероятность того, что при 4 выстрелах мишень будет поражена более двух раз.
6. Вероятность того, что деталь нестандартна 
[image: image151.wmf]15
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. Найти вероятность того, что среди 6 деталей 2 нестандартные.
7. Вероятность производства бракованной детали 
[image: image152.wmf]08
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. Найти вероятность того, что в партии из 10 деталей 3 бракованные.
8. Кубик бросается 6 раз. Найти вероятность того, что при этом цифра 3 появится не менее трех раз.
9. Предприятие в среднем выпускает 65 % изделий высшего сорта. Найти вероятность того, что среди 8 изделий 3 будут высшего сорта.
10. Устройство состоит из 6 независимо работающих элементов. Вероятность отказа за время Т каждого из них равна 0,15. Найти вероятность того, что за время Т из строя выйдет менее двух элементов.
Вариант 1.

1. Монету бросают 8 раз. Найти вероятность того, что «герб» выпадет не менее двух раз.

2. В семье шесть детей. Найти вероятность того, что среди этих детей два мальчика. Вероятность рождения мальчика принять равной 0,51.

3. В каждом из 500 независимых испытаний событие А происходит с постоянной вероятностью 0,4. Найти  вероятность того, что событие А происходит: точно 220 раз; меньше чем 240 и больше чем 180 раз.

4. В цехе 6 моторов. Для каждого мотора вероятность того, что он в данный момент включен, равна 0,8. Найти вероятность того, что в данный момент включены все моторы.

5. Найти вероятность того, что при 400 испытаниях событие наступит ровно 104 раза, если вероятность его появления в каждом испытании равна 0,2.

Вариант 2.

1.  Найти вероятность того, что событие А появится не менее  трех раз в пяти испытаниях, если вероятность появления события А в одном испытании равна 0,4.

2. Вероятность всхожести семян пшеницы равна 0,9. Какова вероятность того, что из четырех посеянных семян взойдут не менее трех?

3. В каждом из 700 независимых испытаний событие А происходит с постоянной вероятностью 0,35. Найти вероятность того, что событие А происходит: точно 270 раз; меньше чем 270 и больше чем 230 раз.

4. Найти вероятность того, что событие А появится в пяти независимых испытаниях не менее трех раз, если в каждом испытании вероятность появления события А равна 0,4.

5. Найти вероятность того, что при 300 испытаниях событие наступит ровно 100 раза, если вероятность его появления в каждом испытании равна 0,6.

Вариант 3.

1. Монету бросают 6 раз. Найти вероятность того, что «герб» выпадет не менее двух раз.

2. В семье шесть детей. Найти вероятность того, что среди этих детей не более двух мальчиков. Вероятность рождения мальчика принять равной 0,51.

3. В каждом из 500 независимых испытаний событие А происходит с постоянной вероятностью 0,4. Найти  вероятность того, что событие А происходит: точно 190 раз; меньше чем 235раз.

4. В цехе 6 моторов. Для каждого мотора вероятность того, что он в данный момент включен, равна 0,8. Найти вероятность того, что в данный момент выключены все моторы.

5. Найти вероятность того, что при 300 испытаниях событие наступит ровно 104 раза, если вероятность его появления в каждом испытании равна 0,4.

Вариант 4.

1. Найти вероятность того, что событие А появится не менее  трех раз в четырех испытаниях, если вероятность появления события А в одном испытании равна 0,6.

2. Вероятность всхожести семян пшеницы равна 0,85. Какова вероятность того, что из четырех посеянных семян взойдут не более трех?

3. В каждом из 700 независимых испытаний событие А происходит с постоянной вероятностью 0,35. Найти вероятность того, что событие А происходит: точно 180 раз; меньше чем 220 раз.

4. Найти вероятность того, что событие А появится в пяти независимых испытаниях не менее двух раз, если в каждом испытании вероятность появления события А равна 0,3.

5. Найти вероятность того, что при 200 испытаниях событие наступит ровно 144 раза, если вероятность его появления в каждом испытании равна 0,2.

Контрольные вопросы:

1. Вероятности каких событий можно вычислять по формуле Бернулли?

2. Как записывается формула Бернулли?

3. Вероятности каких событий можно вычислять  по  локальной теореме Лапласа?

4. Вероятности каких событий можно вычислять  по  интегральной теореме Лапласа?

5. Как записывается формула локальной теоремы Лапласа?

6. Как записывается формула интегральной теоремы Лапласа?

.

Практическое занятие № 5
Тема: Решение задач на запись распределения ДСВ.

Цель работы: решение задач на запись распределения ДСВ, развитие логического и творческого мышления студентов,  самостоятельной деятельности, вычислительных навыков.
Студент должен иметь представление о ДСВ, ее распределении и графичёском ее изображении. Иметь представление о функции от ДСВ и  знать методику записи распределения функции от одной и двух ДСВ. Знать:  определение математического ожидания, дисперсии ДСВ, среднеквадратического отклонения ДСВ и  их свойства. Иметь представление о биномиальном распределении и знать формулы для вычисления его характеристик. Иметь представление о  геометрическом распределении и знать формулы для вычисления характеристик геометрической ДСВ.

Пояснения к работе

Случайной называется величина, которая в результате испытания может принять то или иное числовое значение, причем заранее неизвестно, какое именно.

Если для какой- либо величины ее измерение повторять многократно в практически одинаковых условиях, то обнаружится, что всякий раз получаются несколько отличные друг от друга результаты. Это складывается влияние причин двух видов: 1) основных, определяющих главное значение результата; 2) второстепенных, обуславливающих их расхождение.

При совместном действии этих причин понятия необходимости и случайности оказываются тесно связанными между собой, но необходимое преобладает над случайным.

Таким образом, возможные значения случайных величин принадлежат некоторым числовым множествам.

Случайным является то, что на этих множествах величины могут принять любое значение, но какое именно, заранее сказать нельзя.

Случайная величина связана со случайным событием.

Если случайное событие - качественная характеристика испытаний, то случайная величина - его количественная характеристика.

Случайные величины обозначают заглавными латинскими буквами 
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Вероятность того, что случайная величина 
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 примет значение 
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Случайные величины задают законами распределения.

Закон распределения случайной величины - это соответствие, установленное между возможными значениями случайной величины и их вероятностями.
Законы распределения могут быть заданы тремя способами: табличным, графическим, аналитическим. Способ задания зависит от типа случайной величины.

Различают два основных типа случайных величин: дискретные и непрерывно распределенные случайные величины.

Дискретная и непрерывная случайные величины

 Если значения, которые может принимать данная случайная величина 
[image: image158.wmf]X

, образует дискретный (конечный или бесконечный) ряд чисел 
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 то и сама случайная величина 
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 называется дискретной.

Если же значения, которые может принимать данная случайная величина 
[image: image161.wmf]X

,  заполняют конечный или бесконечный промежуток (а, в) числовой оси Ох, то случайная величина называется непрерывной.

Каждому значению случайной величины дискретного типа 
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 отвечает определенная вероятность 
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; каждому промежутку (а, в) из области значений случайной величины непрерывного типа также отвечает определенная вероятность 
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того, что значение, принятое случайной величиной, попадает в этот промежуток.
Закон распределения случайной величины

Соотношение, устанавливающее тем или иным способом связь между возможными значениями случайной величины и их вероятностями, называется законом распределения случайной величины.

Закон распределения дискретной случайной величины обычно задается рядом распределения:
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При этом 
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, где суммирование распространяется на все (конечное или бесконечное) множество возможных значений данной случайной величины 
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Закон распределения непрерывной случайной величины удобно задавать с помощью функции плотности вероятности 
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Вероятность 
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того, что значение, принятое случайной величиной 
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, попадет в промежуток (а, в), определяется равенством  
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График функции 
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называется кривой распределения. Геометрически вероятность попадания случайной величины в промежуток (а, в) равна площади соответствующей криволинейной трапеции, ограниченной кривой распределения, осью Ох и прямыми х=а, х=в.
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Задача 1. Даны вероятности значений случайной величины 
[image: image185.wmf]X

: значение 10 имеет вероятность 0,3; значение 2 – вероятность 0,4; значение 8 – вероятность 0,1; значение 4 – вероятность 0,2. Построить ряд распределения случайной величины 
[image: image186.wmf]X

.

Решение. Расположив значения случайной величины в возрастающем порядке, получим ряд распределения:
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 EMBED Equation.3  [image: image189.wmf]i
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Возьмем на плоскости хОр точки (2; 0,4), (4; 0,2), (8; 0,1) и (10; 0,3). Соединив последовательные точки прямолинейными отрезками, получим многоугольник (или полигон) распределения случайной величины 
[image: image190.wmf]X
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 Задача 2. Разыгрываются две вещи стоимостью по 5000 руб и одна вещь стоимостью 30000 руб. Составить закон распределения выигрышей для человека, купившего один билет из 50.

Решение. Искомая случайная величина  
[image: image192.wmf]X

представляет собой выигрыш и может принимать три значения: 0, 5000 и 30000 руб. Первому результату благоприятствует 47 случаев, второму результату - два случая и третьему – один случай. Найдем их вероятности:
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Закон распределения случайной величины имеет вид:
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 EMBED Equation.3  [image: image198.wmf]i
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В качестве проверки найдем
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Задача 3. Случайная величина 
[image: image200.wmf]X

подчинена закону распределения с плотностью 
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Требуется: 1) Найти коэффициент а; 2) построить график распределения плотности 
[image: image203.wmf])
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; 3) найти вероятность попадания 
[image: image204.wmf]X

в промежуток (1; 2).

Решение. 1) Так как все значения данной случайной величины заключены на отрезке [0; 3], то
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2) Графиком функции 
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в интервале [0; 3] является парабола 
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, а вне этого интервала графиком служит сама ось абсцисс.
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3) Вероятность попадания случайной величины 
[image: image212.wmf]X

в промежуток (1; 2) найдется из равенства
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ЗАДАНИЯ

Вариант 1

	Х
	2
	4
	5
	6

	Р
	0,3
	0,1
	0,4
	0,2


1. Построить многоугольник распределения дискретной случайной величины Х, заданной законом распределения:

2. В партии из шести деталей имеется четыре стандартные. Наудачу отобраны три детали. Составить закон распределения дискретной случайной величины Х – числа стандартных деталей среди отобранных.

3. Устройство состоит из трех независимо работающих элементов. Вероятность отказа каждого элемента в одном опыте равна 0,3. Составить закон распределения числа отказавших элементов в одном опыте.

	Х
	3
	4
	5
	6
	7

	Р
	р1
	0,15
	р3
	0,25
	0,35


4. Дискретная случайная величина Х имеет закон распределения

Найти вероятности р1 и р3, если известно, что р3 в 4 раза больше р1.

5. Монету подбрасывают пять раз. Составить закон распределения случайной величины Х – числа выпадения герба.

Вариант 2

1. Построить многоугольник распределения дискретной случайной величины Х, заданной законом распределения:   

	Х
	2
	5
	8
	9

	Р
	0,2
	0,4
	0,1
	0,3


2. В денежной лотерее выпущено 500 билетов. Разыгрывается два выигрыша по1000 рублей, десять выигрышей по 100 рублей и двадцать – по 50 рублей. Найти закон распределения случайной величины Х – стоимости возможного выигрыша для владельца одного лотерейного билета.

3. В партии 10% нестандартных деталей. Наудачу отобраны четыре детали. Написать закон распределения дискретной случайной величины Х – числа нестандартных деталей среди четырех отобранных.

4. Дискретная случайная величина Х имеет закон распределения

	Х
	2
	5
	8
	11
	14

	Р
	р1
	0,15
	р3
	0,45
	0,15


Найти вероятности р1 и р3, если известно, что р1 в 2 раза меньше  р3.

5. Банк выдает пять кредитов. Вероятность невозврата кредита равна 0,2 для каждого из заемщиков. Составить закон распределения случайной величины Х – числа заемщиков, не вернувших кредит по окончании срока кредитования.

Вариант 3

1. Построить многоугольник распределения дискретной случайной величины Х, заданной законом распределения:   

	Х
	1
	3
	5
	9

	Р
	0,2
	0,4
	0,1
	0,3


2.  Из коробки с пятью деталями, среди которых четыре стандартных, наудачу взяты три детали. Составить закон распределения дискретной случайной величины Х – количества стандартных деталей среди отобранных.

3. Устройство состоит из четырех независимо работающих элементов. Вероятность отказа каждого элемента в одном опыте равна 0,4. Составить закон распределения числа отказавших элементов в одном опыте.

4. Дискретная случайная величина Х имеет закон распределения

	Х
	2
	6
	10
	14
	18

	Р
	р1
	0,15
	р3
	0,45
	0,15


Найти вероятности р1 и р3, если известно, что р1 в 4 раза меньше  р3.

5. Монету подбрасывают шесть раз. Составить закон распределения случайной величины Х – числа выпадения решки.

Вариант 4

1. . Построить многоугольник распределения дискретной случайной величины Х, заданной законом распределения:   

	Х
	1
	4
	7
	9

	Р
	0,1
	0,6
	0,2
	0,1


2. В денежной лотерее выпущено 200 билетов. Разыгрывается один выигрыш в 100 рублей, пять выигрышей по 50 рублей и двадцать – по 10 рублей. Найти закон распределения случайной величины Х – стоимости возможного выигрыша для владельца одного лотерейного билета.

3. В партии 15% нестандартных деталей. Наудачу отобраны пять деталей. Написать закон распределения дискретной случайной величины Х – числа нестандартных деталей среди пяти отобранных.

4. Дискретная случайная величина Х имеет закон распределения

	Х
	3
	6
	9
	12
	18

	Р
	0,25
	Р2
	р3
	0,25
	0,15


Найти вероятности р2 и р3, если известно, что р2 в 2 раза больше р1.

5. Банк выдает четыре кредита. Вероятность невозврата кредита равна 0,3 для каждого из заемщиков. Составить закон распределения случайной величины Х – числа заемщиков, не вернувших кредит по окончании срока кредитования.

Контрольные вопросы

1. Дайте определение дискретной случайной величины.

2. Дайте определение непрерывной случайной величины.

3. Дайте определение закона распределения дискретной случайной величины.

4. Дайте определение многоугольника распределения дискретной случайной величины.

5. Формула биномиального распределения.

Практическое занятие № 6

Тема: Вычисление характеристик ДСВ; вычисление (с помощью свойств) характеристик функций от ДСВ.

Цель работы: научится вычислять характеристики ДСВ, заданных своим распределением с помощью свойств вычислять характеристики для функций от одной или нескольких ДСВ.
Студент должен иметь представление о ДСВ, ее распределении и графичёском ее изображении. Иметь представление о функции от ДСВ и знать методику записи распределения функции от одной и двух ДСВ. Знать: определение математического ожидания, дисперсии ДСВ, среднеквадратического отклонения ДСВ и  их свойства. Иметь представление о биномиальном распределении и знать формулы для вычисления его характеристик. Иметь представление о  геометрическом распределении и знать формулы для вычисления характеристик геометрической ДСВ.
Пояснения к работе
Математическим ожиданием дискретной случайной величины называется сумма произведений ее возможных значений на соответствующие вероятности
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Математическое ожидание дает среднее или ожидаемое значение, которое будет принимать случайная величина X в будущих экспериментах.
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Пример. Найти математическое ожидание дискретной случайной величины X, заданной законом распределения
a)
	X
	-4
	6
	10

	P
	0.2
	0.3
	0.5
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b)
	X
	0,21
	0,54
	0,61

	P
	0,1
	0,5
	0,4
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Отклонением случайной величины X называется разность между случайной величиной и ее математическим ожиданием.
Дисперсией дискретной случайной величины называется математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее математического ожидания.
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Дисперсия вычисляется по формуле
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Свойства:
1)
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 (верно, если Х и Y независимы).
Средним квадратичным отклонением случайной величины называется квадратный корень из дисперсии

[image: image227.wmf](

)

(

)

X

D

X

=

s

.
Пример. Найти дисперсию случайной величины X, которая задана следующим законом распределения
	X
	2
	
	5

	P
	0,1
	0,6
	0,3
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ЗАДАНИЕ . Задан закон распределения дискретной случайной величины. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратичное отклонение.
Выполнить одно из приведенных заданий.
1.
	X
	-3
	-2
	2
	4
	5

	P
	0.1
	0.4
	0.1
	0.2
	0.2


2.
	X
	0
	12
	4
	5
	10

	P
	0.3
	0.2
	0.4
	0.05
	0.05


3.
	X
	-3
	-2
	0
	1
	4

	P
	0.1
	0.2
	0.2
	0.3
	0.2


4)
	X
	-5
	-2
	-1
	2
	4

	P
	0.1
	0.2
	0.5
	0.1
	0.1


5.
	X
	3
	4
	7
	11
	18

	P
	0.3
	0.1
	0.1
	0.4
	0.1


6.
	X
	-6
	-3
	-1
	0
	1

	P
	0.4
	0.1
	0.1
	0.2
	0.2


7.
	X
	-5
	-4
	-1
	0
	2

	P
	0.1
	0.1
	0.3
	0.3
	0.2


8.
	X
	3
	4
	5
	6
	7

	P
	0.3
	0.1
	0.3
	0.15
	0.15


9.
	X
	3
	5
	7
	9
	11

	P
	0.2
	0.2
	0.4
	0.1
	0.1


Вариант 1.
1. Производится три выстрела с вероятностями попадания в цель, равными р1=0,7; р2=0,8 и р3=0,6.Найти математическое ожидание общего числа попаданий.

	Х
	1
	2
	5

	р
	0,3
	0,5
	0,2


2. Найти дисперсию и среднее  квадратическое  отклонение случайной величины Х, которая задана следующим законом распределения:    

3. Случайная величина Х может принимать два возможных значения: х1 с вероятностью 0,3 и х2 с вероятностью 0,7, причем х1меньше х2. Найти х1 и х2, зная, что М(Х)=2,7 и D(X)=0,21.

4. Дискретная случайная величина Х принимает 3 возможных значения: х1=6 с вероятностью р1=0,5, х2=4 с вероятностью р2=0,3 и х3 с вероятностью р3. Найти х3 и р3, зная, что М(Х)=12.

	У
	2
	4
	5
	6

	Р
	0,1
	0,3
	0,2
	0,4


5. Построить многоугольник распределения дискретной случайной величины, заданной законом распределения.

6. Случайная величина Х задана на всей оси х функцией распределения F(x)=
[image: image232.wmf]p
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. Найти вероятность того, что в результате испытания величина Х примет значение, заключенное в интервале (0;1).

7. Найти функцию распределения по данной плотности распределения и построить ее график: f(x) = 
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8. Найти плотность распределения случайной  величины Х , заданной функцией распределения F(x)= 
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9. Непрерывная  случайная величина Х задана плотностью распределения f(x) = 
[image: image235.wmf] 
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в интервале (0; 
[image: image236.wmf]3

p

); вне этого интервала f(x) =0. Найти вероятность того, что Х примет значение, принадлежащее интервалу(
[image: image237.wmf]6

p

;
[image: image238.wmf]4
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)

Вариант 2.
1. Найти математическое ожидание суммы числа очков, которые могут выпасть при бросании двух игральных костей.

	Х
	2
	3
	5

	р
	0,1
	0,6
	0,3


 2. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины Х, которая задана следующим законом распределения:    

3. Случайная величина Х может принимать два возможных значения: х1=4 с вероятностью р1 и х2 = 6 с вероятностью р2. Найти р1 и р2, зная, что М(Х)=10,8 и D(X)=0,84.

4. Дискретная случайная величина Х принимает 3 возможных значения: х1=8 с вероятностью р1=0,2, х2=6 с вероятностью р2=0,4 и х3 с вероятностью р3. Найти х3 и р3, зная, что М(Х)=20.

	Х
	1
	3
	6
	8

	Р
	0,2
	0,1
	0,4
	0,3


5. Построить многоугольник распределения дискретной случайной величины, заданной законом распределения.

6. Случайная величина Х задана на всей оси х функцией распределения F(x)=
[image: image239.wmf]p

2

arcsin

2

1

х

+

. Найти вероятность того, что в результате испытания величина Х примет значение, заключенное в интервале (-1;1).

7. Найти функцию распределения по данной плотности распределения и построить ее график: f(x) =
[image: image240.wmf]ï
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8. Найти плотность распределения случайной  величины Х , заданной функцией распределения F(x)= 
[image: image241.wmf]ï
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9. Непрерывная  случайная величина Х задана плотностью распределения f (x) = αе-αх          (α >0) в интервале (0;∞); вне этого интервала f(x) =0. Найти вероятность того, что Х примет значение, принадлежащее интервалу(1;2)

Вариант 3.
1. Производится четыре выстрела с вероятностью попадания в цель р1=0,6; р2=0,4; р3=0,5 и р4=0,7. Найти  математическое ожидание общего числа попаданий.

	Х
	4
	7
	10

	р
	0,2
	0,4
	0,4


 2. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины Х, которая задана следующим законом распределения:    

3. Случайная величина Х может принимать два возможных значения: х1 с вероятностью 0,6 и х2 с вероятностью 0,9, причем х1меньше х2. Найти х1 и х2, зная, что М(Х)=5,4 и D(X)=0,42.

4. Дискретная случайная величина Х принимает 3 возможных значения: х1=9 с вероятностью р1=0,5, х2=6 с вероятностью р2=0,3 и х3 с вероятностью р3. Найти х3 и р3, зная, что М(Х)=18.

	У
	4
	6
	7
	8

	Р
	0,2
	0,3
	0,1
	0,4


5. Построить многоугольник распределения дискретной случайной величины, заданной законом распределения.

6. Случайная величина Х задана на всей оси х функцией распределения F(x)=
[image: image242.wmf]p
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. Найти вероятность того, что в результате испытания величина Х примет значение, заключенное в интервале (0;1).

7. Найти функцию распределения по данной плотности распределения и построить ее график: f(x) = 
[image: image243.wmf]ï
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8. Найти плотность распределения случайной  величины Х , заданной функцией распределения F(x)= 
[image: image244.wmf]ï
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9. Непрерывная    случайная   величина   Х   задана   плотностью   распределения  f (x) = 
[image: image245.wmf]2
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  в интервале (0; 
[image: image246.wmf]3

p

); вне этого интервала f(x) =0. Найти вероятность того, что Х примет значение, принадлежащее интервалу(
[image: image247.wmf]6

p

;
[image: image248.wmf]4

p

).

Вариант 4.
1. Найти математическое ожидание числа лотерейных билетов, на которые выпадут выигрыши, если приобретено 20 билетов, причем вероятность выигрыша по одному билету равна 0,3.

	Х
	3
	9
	16

	р
	0,4
	0,1
	0,5


 2. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины Х, которая задана следующим законом распределения:    

3. Случайная величина Х может принимать два возможных значения: х1=2 с вероятностью р1 и х2 = 3 с вероятностью р2. Найти р1 и р2, зная, что М(Х)=2,7 и D(X)=0,21.

4. Дискретная случайная величина Х принимает 3 возможных значения: х1=4 с вероятностью р1=0,1, х2=3 с вероятностью р2=0,2 и х3 с вероятностью р3. Найти х3 и р3, зная, что М(Х)=10.

	Х
	1
	5
	7
	9

	Р
	0,4
	0,1
	0,3
	0,2


5. Построить многоугольник распределения дискретной случайной величины, заданной законом распределения

6. Случайная величина Х задана на всей оси х функцией распределения F(x)=
[image: image249.wmf]p
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. Найти вероятность того, что в результате испытания величина Х примет значение, заключенное в интервале (-1;1).

7. Задана плотность распределения непрерывной случайной величины Х:

f(x)= 
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[image: image251.wmf]Найдите функцию распределения F(x).

8. Найти плотность распределения случайной  величины Х , заданной функцией распределения F(x)= 
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9. Непрерывная  случайная величина Х задана плотностью распределения          f (x) = αе αх (α >0) в интервале (0;∞); вне этого интервала f(x) =0. Найти вероятность того, что Х примет значение, принадлежащее интервалу(0;1).

Контрольные вопросы

1. Дайте определение математического ожидания случайной величины.

2. Что называется дисперсией случайной величины?

3. Запишите формулу вычисления математического ожидания случайной величины.

4. Запишите формулу вычисления дисперсии случайной величины.

5. Свойства математического ожидания случайной величины.

6. Свойства дисперсии случайной величины.

7. Дайте определение среднего квадратического отклонения.

8. Запишите формулу вычисления среднего квадратического отклонения.

9. Способы задания закона распределения дискретной случайной величины.

10. Определение биномиального закона распределения.

11. Формула биноминального закона распределения дискретной случайной величины.

12. Дайте определение  функции распределения вероятностей случайной величины.

13. Сформулируйте свойства функции распределения вероятностей случайной величины.

14. Дайте определение  плотности распределения вероятностей случайной величины.

15. Сформулируйте свойства плотности распределения вероятностей случайной величины.

Практическое занятие № 7
Тема: Вычисление характеристик биноминального распределения, геометрического распределения.
Цель занятия: изучить вычисление характеристик биноминального распределения, геометрического распределения.
Студент должен иметь представление о событии и из классификации. составляющих. Знать понятие случайного события, классическое определение вероятностей. Уметь вычислять условную вероятность уметь применять формулу Пуассона.
Пояснение к работе

Биномиальное распределение

Пусть производится определенное число n независимых опытов, причем в каждом из них с одной и той же вероятностью может наступить некоторое событие Р. Рассмотрим случайную величину 
[image: image253.wmf]X

, представляющую собой число наступлений событий A в n опытах. Закон ее распределения имеет вид
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Где 
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Закон распределения, который характеризуется такой таблицей, называется биноминальным.

Задача. Монету подбрасывают 5 раз. Составить закон распределения случайной величины 
[image: image262.wmf]X

- числа выпадения герба.

Решение. Возможны следующие значения случайной величины
[image: image263.wmf]X

: 0, 1, 2, 3, 4, 5. Зная, что вероятность выпадения герба в одном испытании равна 
[image: image264.wmf]2
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, найдем вероятности значений случайной величины 
[image: image265.wmf]X

 по формуле Бернулли:
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5

)

2

1

(

)

2

1

(

5

)

(

1

4

1

4

4

5

4

,

5

=

×

×

=

=

g

p

C

A

P

;


[image: image271.wmf]32
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Закон распределения имеет вид
	Значения 
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Сделаем проверку:
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2. Распределение Пуассона 
[image: image281.wmf](
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Математическое ожидание и дисперсия случайной величины с распределением Пуассона 
[image: image283.wmf]ÌX
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Распределение Пуассона часто используется, когда мы имеем дело с числом событий, появляющихся в промежутке времени или пространства, например: число машин, прибывших на автомойку в течении часа, число остановок станков в неделю, число дорожных происшествий и т.д.

3. Геометрическое распределение
Случайная величина 
[image: image285.wmf]X

 имеет геометрическое распределение с параметром 
[image: image286.wmf](

)

0,1

p

Î

, если 
[image: image287.wmf]X

 принимает значения 
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 с вероятностями 
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. Случайная величина с таким распределением имеет смысл номера первого успешного испытания в схеме Бернулли с вероятностью успеха 
[image: image290.wmf]p

. Таблица распределения 
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 имеет вид: 
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ЗАДАНИЯ
Задача 1. Прибор состоит из 10 блоков. Вероятность безотказной работы в течение времени Т для каждого блока равна 
[image: image292.wmf]1

qp

=-

. Блоки выходят из строя независимо друг от друга. Найти вероятность того, что за время Т: а) откажут ровно два блока; б) откажет не менее двух блоков; в) откажет хотя бы один блок.

Задача 2. Что вероятнее: выиграть у равносильного противника (ничейный исход партии исключен) а) три партии из четырех или пять из восьми; б) не менее трех партий из четырех или не менее пяти партий из восьми? 

Задача 3. Игральная кость бросается четыре раза. Найти вероятности того, что шестерка появится: а) ровно один раз; б) хотя бы один раз. 

Задача 4. Одна ракета попадает в цель с вероятностью 0,2. Сколько нужно выпустить ракет, чтобы попасть в цель хотя бы один раз с вероятностью не менее 0,9? 

Задача 5. Производится стрельба по цели тремя снарядами. Снаряды попадают в цель независимо друг от друга. Для каждого снаряда вероятность попадания в цель равна 0,4. Если в цель попал один снаряд, он поражает (выводит из строя) цель с вероятностью 0,3; если два снаряда – с вероятностью 0,7; если три снаряда – с вероятностью 0,9. Найти вероятность поражения цели.

Задача 6. Производятся 4 независимых выстрела в одинаковых условиях, причем вероятность попадания в цель равна 0,25. Найти вероятности ни одного попадания, одного, двух, трех и четырех попаданий; вероятность того, что число попаданий – не менее одного и не более трех.

Задача 7. Прибор состоит из 8 однородных элементов, но может работать при наличии в исправном состоянии не менее 6 из них. Каждый из элементов за время работы прибора 
[image: image293.wmf]t

 выходит из строя независимо от других с вероятностью 0,2. Найти вероятность того, что прибор откажет за время 
[image: image294.wmf]t


Задача 8. Передается 3 сообщения по каналу связи. Каждое сообщение с вероятностью 0,3 независимо от других искажается. Составить закон распределения числа искаженных сообщений. Найти математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое отклонение и наивероятнейшее число искаженных сигналов.

Задача 9. Найти дисперсию дискретной случайной величины 
[image: image295.wmf]X

 – числа отказов элемента некоторого устройства в 10 независимых опытах, если вероятность отказа в каждом опыте равна 0,9.

Задача 10. Найти дисперсию дискретной случайной величины 
[image: image296.wmf]X

 – числа появлений события 
[image: image297.wmf]A

 в двух независимых испытаниях, если вероятности появления события в этих испытаниях одинаковы, а 
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Задача 11. В партии 50 изделий. Вероятность того, что изделие бракованное, равна 0,15. Найти наивероятнейшее число изделий, не имеющих брака. 

Задача 12. Учебник издан тиражом 100 000 экземпляров. Вероятность того, что учебник сброшюрован неправильно, равна 0,0001. Найти вероятность того, что тираж содержит ровно 5 бракованных книг.

Задача 13. Аппаратура содержит 2000 одинаково надежных элементов с вероятностью отказа для каждого в течение времени 
[image: image299.wmf]t

 равной 0,0005. Найти вероятность того, что в течение времени 
[image: image300.wmf]t

 откажут: а) ровно 2 элемента; б) ни одного элемента; в) менее трех элементов; г) хотя бы один элемент.

Задача 14. По некоторой цели производится 50 независимых выстрелов. Вероятность попадания в цель при одном выстреле равна 0,04. Найти вероятность того, что в цель попадет: ни одного снаряда, один снаряд, два снаряда. 

Задача 15. Найти среднее число выехавших на перекресток транспортных средств за время 
[image: image301.wmf]T

, если вероятность выезда хотя бы одного транспортного средства за это время равна 0,999 и вероятности выезда всех транспортных средств одинаковы.

Задача 16. Книга в 500 страниц имеет 100 опечаток. Какова вероятность того, что на случайно выбранной странице не менее четырех опечаток? 

Задача 17. Средняя плотность болезнетворных микробов в 1 м3 воздуха равна 100. На пробу берут 2 дм3 воздуха. Найти вероятность того, что в нем будет обнаружен хотя бы один микроб.

Задача 18. На автоматическую телефонную станцию поступают в среднем 300 вызовов в час. Найти вероятность того, что за две минуты на станцию поступит: а) ровно три вызова; б) хотя бы один вызов; в) не менее трех вызовов.

Задача 19. Среднее число заказов такси, поступающих на диспетчерский пункт в одну минуту, равно трем. Найти вероятность того, что за 2 минуты поступит: а) четыре вызова; б) менее четырех вызовов; в) не менее четырех вызовов.

Задача 20. Вероятность выигрыша по одному лотерейному билету 
[image: image302.wmf]0,01
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. Сколько нужно купить билетов, чтобы выиграть хотя бы по одному из них с вероятностью Р, не меньшей, чем 0,95?

Контрольные вопросы
1. Показательное распределение. Вероятность попадания в заданный интервал.

2. Нормальное распределение. Вероятность попадания в заданный интервал. 

1. Биномиальное распределение.

2. Распределение Пуассона.

Практическое занятие № 8
Тема: Решение задач на формулу геометрического определения вероятности (для одномерного случая, для двумерного случая, для простейших функций от независимых равномерно распределенных величин).

Цель занятия: научится вычислять вероятности для простейших функций от двух независимых равномерно распределенных величин X и Y методом перехода к точке M(X;Y) в соответствующем прямоугольнике.
Студент должен  знать  определение формулу  функции  плотности для  равномерно распределённой НСВ; определение  и  свойства  интегральной  функции распределения НСВ. Уметь вести расчет вероятностей для НСВ по её функции плотности и интегральной  функции распределения. 
Пояснения к работе

Если в ходе эксперимента все значения случайной величины оказываются на некотором участке числовой оси и принимают в нем любые значения, то мы имеем дело с непрерывной случайной величиной.

Непрерывная случайная величина, принимающая свои значения на интервале 
[image: image303.wmf]X
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, и 
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, задается либо функцией распределения
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либо функцией плотности вероятностей
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Нормальная случайная величина (или, что тоже самое, случайная величина, распределенная по случайному закону) - величина X, принимающая свои значения в интервале от минус до плюс бесконечности с функцией плотности вероятностей 
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где числа а и (7 называются параметрами нормального распределения. Смысл параметров : а- среднее (математическое) ожидание, 
[image: image308.wmf]p
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 - среднее квадратическое отклонение.

Функция распределения нормального закона с параметрами а и 
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 определяется интегралом
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Если параметрам а и О" придать значения 0 и 1 соответственно, то получим стандартное ( или нормированное) нормальное распределение. Для стандартного нормального распределения составлены таблицы (приложение 8), точнее, составлены таблицы для интеграла вероятностей (интеграла Лапласа)
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Интеграл вероятностей 
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 и функция распределения стандартного нормального закона F(x) связаны равенством
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Таким образом, любое нормальное распределение с произвольными параметрами а и (7 сводится к стандартному закону по формуле
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 где X - значения  случайное величины с параметрами а, 
[image: image315.wmf]s

 ;z -значение стандартной (нормированной) нормальной величины.

С помощью функции (интеграла   вероятностей) Ф(х) можно решать задачи следующих типов.

Первая задача: найти вероятность того, что случайная величина X с известным средним а и средне квадратическим отклонением  (7 принимает значение в интервале (х1, х2). Тогда
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Вторая задача: найти вероятность того, что случайная величина X с известными а и 
[image: image317.wmf]s

 отличается от своего среднего а по абсолютной величине не больше, чем на 
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. Тогда
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Третья задача: найти вероятность того, что частота к появления события А при k независимых испытаниях находится в интервале 
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где 
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Замечание. 
Биноминальное распределение (т.е. п независимых испытаний) можно заменить последовательность нормальным тогда, когда np, как и nq, больше 5, т.е. n должно быть большим, а р больше 0,1, лучше всего около 0,5.

Пример 1. Упаковочный аппарат расфасовывает чай в пачки, средняя масса которых 100 г. со средним разбросом (средне квадратическим отклонением 2 г. Какая доля пачек будет иметь массу до 97 г?

Решение. Из условия задачи имеем, что вес пачки чая X -нормальная случайная величина с параметрами a=100 и 
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. Нас интересуют все значения X < 97, следовательно, имеем первую задачу
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Функция Ф(х) нечетная 
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, кроме того, для всех 
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 она считается равной 0,5. Тогда по таблице находим Ф(1,5) = 0,4332
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Ответ: доля пачек чая, имеющих массу меньше 97 г, составляет около 7 %.

Пример 2. Партия чая поступает на реализацию, если масса не более, чем одной из взятых 100 пачек чая, может быть меньше 97 г. Какова вероятность того, что расфасованная автоматом, настроенным на средняя масса 100 г и средний (квадратичный) разброс 2 г, партия чая поступит в продажу.

Решение. По условию задачи имеем последовательность 100 независимых испытаний (проверяется 100 пачек пачка за пачкой). Обозначая через Y(успех) и H(неудача) события, состоящие в том, что вес пачки больше или меньше 97 гр соответственно. Найдем вероятность 
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Таким образом, 
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Нам нужно найти 
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, следовательно, имеем теперь третью задачу. Вычислим х' и х":
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Тогда
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Ответ: вероятность того, что партия чая поступит в продажу, равна 0,995, т.е. 99,5 %.

ЗАДАНИЕ  
Работа машины, расфасовывающей сахар, подчиняется правилам нормального распределения. Машина может быть настроена на любой из следующих вариантов:
	Вариант
	Средняя масса, г
	Среднее отклонение

	1
	1001
	20

	2
	1002
	20

	3
	1003
	20

	4
	1004
	25

	5
	1005
	25

	6
	1006
	25

	7
	1007
	30

	8
	1008
	30

	9
	1009
	35

	10
	1010
	35


Требуется найти:
1) долю упаковок, содержащих менее 980 г. сахара;
2) какова вероятность того, что расфасованная этой машиной партия сахара будет принята на реализацию, если масса не более чем одной из наудачу взятых 100 упаковок сахара может быть меньше 970 г.
Вариант 1. 

1. Автобусы маршрута № 875 идут строго по расписанию. Интервал движения5 минут. Найти вероятность того, что пассажир, подошедший к остановке, будет ожидать очередной автобус менее трех минут.

2. Найти математическое ожидание случайной величины Х, распределенной равномерно в интервале (2;8).

3. Найти  дисперсию  случайной  величины  Х,  распределенной   равномерно  в  интервале (4;12).

4. Найти   среднеквадратическое отклонение  случайной  величины  Х,  распределенной   равномерно  в  интервале (1;5).

Вариант 2. 

1. Автолайны маршрута № 10 идут строго по расписанию. Интервал движения 10 минут. Найти вероятность того, что пассажир, подошедший к остановке, будет ожидать очередной автобус менее семи минут.

2. Найти математическое ожидание случайной величины Х, распределенной равномерно в интервале (0;6).

3. Найти  дисперсию  случайной  величины  Х,  распределенной   равномерно  в  интервале (3;9).

4. Найти   среднеквадратическое отклонение  случайной  величины  Х,  распределенной   равномерно  в  интервале (2;6).

Вариант 3. 

1. Поезда метрополитена идут регулярно с  интервалом   2 минут. Какова вероятность того, что  ждать пассажир  придется не больше полминуты.

2. Найти математическое ожидание случайной величины Х, распределенной равномерно в интервале (1;7).

3. Найти  дисперсию  случайной  величины  Х,  распределенной   равномерно  в  интервале (0;6).

4. Найти   среднеквадратическое отклонение  случайной  величины  Х,  распределенной   равномерно  в  интервале (2;4).

Вариант 4. 

1. Трамваи маршрута № 3 идут строго по расписанию. Интервал движения 7 минут. Найти вероятность того, что пассажир, подошедший к остановке, будет ожидать очередной трамвай менее четырех минут.

2. Найти математическое ожидание случайной величины Х, распределенной равномерно в интервале (4;10).

3. Найти  дисперсию  случайной  величины  Х,  распределенной   равномерно  в  интервале (2;8).

4. Найти   среднеквадратическое отклонение  случайной  величины  Х,  распределенной   равномерно  в  интервале (0;4).

Контрольные вопросы:

1. Какой формулой задается плотность равномерного распределения?

2. Дайте определение равномерного распределения вероятности.

3. Что вы знаете о функции распределения случайной величины, распределенной по равномерному закону?

4. Дайте определение математического ожидания случайной величины, распределенной по равномерному закону. Запишите ее формулу.

5. Дайте определение дисперсии случайной величины, распределенной по равномерному закону. Запишите ее формулу.

Практическое занятие №9 

Тема: Вычисление вероятностей и нахождение характеристик для НСВ с помощью функции плотности и интегральной функции распределения.
Цель занятия: решение задач на вычисление вероятностей и нахождение характеристик для НСВ с помощью функции плотности и интегральной функции распределения, развитие логического и творческого мышления студентов,  самостоятельной деятельности, вычислительных навыков.
Студент должен  знать  определение и свойства функции плотности НСВ;   формулу  функции  плотности для  равномерно распределённой НСВ;  определение  и  свойства  интегральной  функции распределения НСВ. Уметь вести расчет вероятностей для НСВ по её функции плотности и интегральной  функции распределения. Вычислять математическое   ожидания,   дисперсию, среднеквадратическое  отклонение. и медиану НСВ.

Пояснения к работе

Математическое ожидание непрерывной случайной величины определяется по формуле:
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Дисперсия непрерывной случайной величины определяется по формуле:
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Свойства математического ожидания и дисперсии дискретных случайных величин справедливы и для непрерывных случайных величин.

Равномерное распределение. 
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Пример. Время ожидания автобуса (х) измеряется в минутах и распределено равномерно на отрезке [0, 30]. Определить среднее время ожидания автобуса и дисперсию.

Решение. 
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Функцией распределения двумерной случайной величины (X, Y) называют вероятность совместного выполнения двух неравенств:

F(x, y) = P{X<x, Y<y}.

Плотность распределения двумерной случайной величины вычисляется как вторая смешанная частная производная функции распределения:

f(x,y) = Fxy(((x,y).

Выражение функции распределения через плотность:
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Свойства плотности распределения.

1. Плотность распределения двумерного случайного вектора есть функция неотрицательная: f(x,y)( 0.
2. Двойной интеграл в бесконечных пределах от плотности распределения двумерного случайного вектора равен единице:
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3. Плотности распределения компонент случайного вектора могут быть получены по формулам:
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Закон распределения дискретного случайного вектора (X, Y) – это совокупность всех возможных значений случайного вектора (X, Y) и их вероятностей:

pij=P{X=xi, Y=yj}, где i=1, 2, …, n, j=1, 2, …, m.

n, m – число возможных значений случайных величин X и Y.  

Так же, как и в непрерывном случае:
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Пример 1. Качество продукции характеризуется двумя случайными величинами: X и Y. Закон распределения случайного вектора (X,Y) представлен в таблице:

	yj
xi
	0
	0,1
	0,2
	0,3
	pi

	5
	0,2
	0,1
	0,05
	0,05
	0,4

	6
	0
	0,15
	0,15
	0,1
	0,4

	7
	0
	0
	0,1
	0,1
	0,2

	pj
	0,2
	0,25
	0,3
	0,25
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На пересечении i-той строки и j-того столбца таблицы находятся вероятности pij=P{X=xi, Y=yj}.

Найти закон распределения координат X и Y случайного вектора.

Решение. Вероятность события {X=xi}=pi, есть сумма вероятностей, находящихся в i-той строке. Вероятности pi находятся в последнем столбце таблицы.

Ряд распределения случайной величины X имеет вид:

	xi
	5
	6
	7

	pi
	0,4
	0,4
	0,2


Ряд распределения Y находим, вычисляя суммы элементов столбцов таблицы. Эти вероятности pj находятся в последней строке таблицы.

Ряд распределения случайной величины Y  имеет вид:

	yj
	0
	0,1
	0,2
	0,3

	pj 
	0,2
	0,25
	0,3
	0,25


Условное распределение компонент дискретного случайного вектора (X, Y) – это ряд распределения одной случайной величины, вычисленной при условии, что другая случайная величина приняла определённое значение, а именно:
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Пример 2. В условиях закон распределения дискретного случайного вектора (X,Y) из примера 1, найти условное распределение случайной величины X при условии, что случайная величина Y приняла значение y2=0,1.

 Решение. Выбрав значения pi2 из столбца таблицы, соответствующего значению y2=0,1, и разделив их на 0,25, получаем следующее условное распределение X при условии, что Y=0,1:

	xi
	5
	6

	pX(xi|y2)
	0,4
	0,6


Пример 3.  Непрерывная  случайная  величина 
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 задана функцией распределения
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Найти функцию плотности 
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. Вычислить  вероятности  попадания случайной величины 
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 в интервалы (1; 2,5), (2,5; 3,5).

Решение. Найдем плотность распределения
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Найдем  математическое  ожидание
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Найдем  дисперсию и среднее квадратическое  отклонение

[image: image493.wmf]×


[image: image362.wmf][

]

(

)

[

]

[

]

(

)

18

1

9

64

6

43

9

64

3

2

4

2

9

64

2

2

3

2

3

4

3

2

2

2

2

=

-

=

-

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

=

-

-

=

-

=

ò

ò

¥

¥

-

x

x

dx

x

x

X

M

dx

x

f

x

X

D
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Используя  формулу 
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найдем вероятности попадания 
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 в заданные интервалы
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ЗАДАНИЯ

Вариант 1.

1. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины Х, заданной плотностью распределения f(x) = 1 на интервале (0;1).

2. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины Х, заданной функцией распределения           F(x)= 
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3. Случайная  величина  Х  в  интервале (2;4) задана плотностью  распределения f(x) = - 0,75x2+ 4,5x – 6;вне этого интервала f(x) = 0. Найти моду величины Х.

4. Найти дисперсию случайной величины Х, заданной функцией распределения          F(x)= 
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5. Случайная величина Х задана плотностью распределения f(x) = 2x в интервале (0;2); вне этого интервала f(x) = 0. Найти начальные моменты первого, второго, третьего и четвертого порядков.

Вариант 2.

1. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины Х, заданной плотностью распределения f(x) = 2х на интервале (0;2).

2. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины Х, заданной функцией распределения F(x)= 
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3. Случайная  величина  Х  в  интервале  (3;5)  задана  плотностью  распределения         f(x) = - 0,75x2+ 6x – 11,25;вне этого интервала f(x) = 0. Найти моду величины Х.

4. Найти дисперсию случайной величины Х, заданной функцией распределения           F(x)= 
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5. Случайная величина Х задана плотностью распределения f(x) = 3x в интервале (0;1); вне этого интервала f(x) = 0. Найти начальные моменты первого, второго, третьего и четвертого порядков.

Вариант 3.

1.Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины Х, заданной плотностью распределения f(x)= 
[image: image372.wmf]х
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 на интервале (0;2).

2. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины Х, заданной функцией распределения F(x)= 
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3. Случайная величина Х в интервале (0;1) задана плотностью распределения f(x)= 3x2; вне этого интервала f(x) = 0. Найти моду величины Х.

4. Найти дисперсию случайной величины Х, заданной функцией распределения          F(x)= 
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5. Случайная величина Х задана плотностью распределения f(x) = 4x в интервале (0;3); вне этого интервала f(x) = 0. Найти начальные моменты первого, второго, третьего и четвертого порядков.

Вариант 4.

1. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины Х, заданной плотностью распределения f(x) = х на интервале (0;3).

2. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины Х, заданной функцией распределения F(x)= 
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3. Случайная  величина  Х  в  интервале (3;5) задана плотностью распределения f(x) = - 1,5x2+ 12x – 22,5;вне этого интервала f(x) = 0. Найти моду величины Х.

4. Найти дисперсию случайной величины Х, заданной функцией распределения           F(x)= 
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5. Случайная величина Х задана плотностью распределения f(x) = 5x в интервале (0;2); вне этого интервала f(x) = 0. Найти начальные моменты первого, второго, третьего и четвертого порядков.

Контрольные вопросы:

1. Дайте определение математического ожидания непрерывной случайной величины.

2. Дайте определение дисперсии непрерывной случайной величины.

3. Дайте определение среднего квадратического отклонения непрерывной случайной величины.

4. Дайте определение моды.

5. Дайте определение начального момента.

6. Запишите формулы вычисления моды и начального момента.

Практическое занятие №10
Тема: Вычисление вероятностей для нормально распределенной величины (или суммы нескольких нормально распределенных величин); вычисление вероятностей и нахождение характеристик для показательно распределенной величины.
Цель занятия: решение задач на вычисление вероятностей для нормально распределенной величины или суммы нескольких нормально-распределенных величин; вычисление вероятностей и нахождение характеристик для показательно распределенной величины, развитие логического и творческого мышления студентов,  самостоятельной деятельности, вычислительных навыков.
Пояснения к работе

Случайная величина Х имеет нормальный закон распределения, если ее функция плотности вероятности имеет вид:

f(x)=
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, где σ и a– параметры распределения.

График функции f(x) называется нормальной кривой или кривой нормального распределения. 

Методами дифференциального исчисления можно установить, что:

1. кривая симметрична относительно прямой х=a;
2. функция имеет максимум при х=a  f(a)= 
[image: image378.wmf]p
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;

3. по мере удаления х от точки a функция убывает и при х→
[image: image379.wmf]+

-

∞ кривая приближается к оси Ох;

4. кривая выпукла вверх при х є (a–  σ; a + σ) и выпукла вниз при х є (– ∞; a –  σ) и х є (a + σ; + ∞).
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[image: image380]
Кривая нормального распределения.

Замечание. Форма кривой изменяется с изменением параметра σ. С возрастанием σ кривая f(x) становится более пологой и растянутой вдоль оси Ох.

Значениям случайной величины, близким к математическому ожиданию, соответствует большая плотность вероятности, то есть малые отклонения значений случайной величины от ее математического ожидания встречаются чаще, чем большие.

Так как случайная величина определена на всей числовой оси, то при вычислении числовых характеристик рассматривается интеграл на промежутке (– ∞; +∞). Можно показать, что:

М(Х) =
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D(Х)=
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σ(Х) = σ.

Свойства нормального распределения.

1. Вероятность того, что нормально распределенная случайная величина Х примет значение, принадлежащее интервалу (α; β), находится по формуле:

Р(α < Х < β) = Ф
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ø

ö

ç

è

æ

-

s

b

а

—Ф
[image: image385.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

s

a

а

,

где Φ(х) 
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 – функция Лапласа 
Вероятность того, что абсолютная величина отклонения меньше положительного числа δ находится по формуле:

Р(
[image: image387.wmf]а

Х

-

<δ)=2Ф(
[image: image388.wmf]s

d

).

В частности при a=0 справедливо равенство:

Р(
[image: image389.wmf]Х

<δ)= 2Ф(
[image: image390.wmf]s

d

).

Правило «3 σ».

Для нормально распределенной случайной величины велика вероятность того, что при однократном испытании отклонение величины от ее математического ожидания не превышает среднего квадратического отклонения.

Преобразуем формулу Р(
[image: image391.wmf]а
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<δ)=2Ф(
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d

), положив δ=σ·t. В итоге получим

Р(
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Если t=3 и, следовательно, σ·t=3σ, то 
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, то есть вероятность того, что отклонение от математического ожидания по абсолютной величине будет меньше утроенного среднего квадратического отклонения, равна 0,9973. Это и есть правило «3 σ».

Другими словами, вероятность того, что абсолютная величина отклонения превысит утроенное среднее квадратическое отклонение, очень мала, а именно равна 0,0027. 

Это означает, что лишь в 0,27% случаев так может произойти, что значения нормально распределенной случайной величины выйдут за пределы интервала (a – 3σ; a + 3σ). Такие события, исходя из принципа невозможности маловероятных событий, можно считать практически невозможным. В этом и состоит сущность правила трех сигм.
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Пример 1. Математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение нормально распределенной случайной величины Х равны соответственно 11 и 4. Найти вероятность того, что в результате испытания Х примет значение, заключенного в интервале (19;23).

Решение. Воспользуемся формулой:

Р(α<Х<β)=Ф
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По условию, α = 19; β = 23; а = 11; σ = 4, тогда 

Р(19<Х<23)=Ф
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= Ф(3) – Ф(2).

По таблице приложения 2 находим: Ф(3)=0,49865, Ф(2)=0,4772.

Найдем искомую вероятность (вероятность того, что в результате испытания Х примет значение, заключенное в интервале (19;23)):

Р(19<Х<23)=0,49865 – 0,4772=0,02145.

Пример 2. Математическое ожидание нормально распределенной случайной величины Х равно 5 и среднее квадратическое отклонение равно 2. Написать плотность вероятности Х.

Решение. Плотность нормально распределенрон случайной величины Х имеет вид:

f(x)=
[image: image401.wmf]2
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Подставив a=5 и σ=2, получим:

f(x)=
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Показательное распределение. Данное распределение имеет важное значение в теориях массового обслуживания, информации, надежности. Показательным законом распределения описываются явления природы, определяемые процессами релаксации, затухания или раскачки и другими переходными процессами. 

Плотность распределения показательного закона задается законом
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Функция распределения
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Вероятность попадания случайной величины в интервал  
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 EMBED Equation.3  [image: image406.wmf]  находится по формуле  
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и проиллюстрирована на рис. 2.12 заштрихованной областью.

Определим основные характеристики показательного распределения:

1. Математическое ожидание:
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2. Дисперсия:
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3.  Асимметрия:

[image: image411.wmf]3

0

4

3

2

2

3

0

3

3

6

6

6

3

l

l

l

l

l

l

l

a

l

l

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

-

=

=

¥

-

¥

-

ò

x

x

x

e

dx

e

x

x

x

 ( 


[image: image412.wmf]0

2

)

(

2

2

6

6

2

3

3

3

3

3

3

3

3

1

2

1

3

3

>

=

=

Þ

=

+

-

=

+

-

=

s

m

l

l

l

l

a

a

a

a

m

X

As


     не зависит от параметра 
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4. Медиана:
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5.  Из рисунка очевидно, что  мода  Mo=0.

Таким образом, для показательного закона распределения:
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ЗАДАНИЯ

Вариант 1.

1. Математическое ожидание нормально распределенной величины Х равно 3 и среднее квадратическое отклонение 2. Написать  плотность вероятности Х.

2. Нормально распределенная  случайная величина Х задана плотностью f(x) =
[image: image419.wmf]50
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. Найти математическое ожидание и дисперсию Х.

3. Написать плотность и функцию распределения показательного закона, если параметр λ=4.

4. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение показательного распределения, заданного функцией распределения F(x) = 
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5. Найти математическое ожидание показательного распределения, заданного при х
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 плотностью распределения f(x) = 
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Вариант 2.

1. Математическое ожидание нормально распределенной величины Х равно 9 и среднее квадратическое отклонение 6. Написать  плотность вероятности Х.

2.Нормально распределенная случайная величина Х задана плотностью f(x)=
[image: image424.wmf]72
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. Найти математическое ожидание и дисперсию Х.

3. Написать плотность и функцию распределения показательного закона, если параметр λ=6.

4. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение показательного распределения, заданного функцией распределения F(x) = 
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5. Найти математическое ожидание показательного распределения, заданного при х
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 функцией  распределения F(x) = 
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Вариант 3.

1. Математическое ожидание нормально распределенной величины Х равно 15 и среднее квадратическое отклонение 8. Написать  плотность вероятности Х.

2.Нормально распределенная  случайная величина Х задана плотностью f(x)=
[image: image429.wmf]98
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. Найти математическое ожидание и дисперсию Х.

3. Написать плотность и функцию распределения показательного закона, если параметр λ=7.

4. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение показательного распределения, заданного функцией распределения F(x) = 
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5. Найти математическое ожидание показательного распределения, заданного при х
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 плотностью распределения f(x) = 0,4
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Вариант 4.

1. Математическое ожидание нормально распределенной величины Х равно 5 и среднее квадратическое отклонение 3. Написать  плотность вероятности Х.

2.Нормально распределенная  случайная величина Х задана плотностью f(x)=
[image: image434.wmf]162
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. Найти математическое ожидание и дисперсию Х.

3. Написать плотность и функцию распределения показательного закона, если параметр λ=9.

4. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение показательного распределения, заданного функцией распределения F(x) = 
[image: image435.wmf]х

e

4

,

0

1

-

-

(x
[image: image436.wmf]0

³

).

5. Найти математическое ожидание показательного распределения, заданного при х
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 функцией  распределения F(x) = 
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Контрольные вопросы:

1. Дайте определение нормального распределения.

2. Запишите формулу плотности нормального распределения.

3. Дайте определение показательного распределения.

4. Запишите формулу плотности показательного распределения.

5. Дайте определение  и запишите формулу функции показательного распределения.

Практическое занятие № 11
Тема: Построение для заданной выборки её графической диаграммы; расчёт по заданной выборке её числовых характеристик.

Цель занятия: решение задач на построение для заданной выборки ее графической диаграммы, расчёта по заданной выборке её числовых характеристик, развитие логического и творческого мышления студентов,  самостоятельной деятельности, вычислительных навыков.
Студент должен  знать обще смысловую формулировку центральной предельной теоремы. Уметь формулировать частные теоремы для не зависимых одинаково распределенных случайных величин. Понимать неравенство Чебышева и закон больших чисел в форме Чебышева. Иметь представление о частоте события,  взаимоотношениях между понятиями "вероятность" и "частота". Иметь представление о  законе больших чисел в форме Бернулли.

Пояснения к работе

Для наглядного представления статистического распределения пользуются графическим изображением вариационных рядов (полигоном, гистограммой и куммулятой).

В случае дискретного распределения на оси абсцисс откладывают отдельные значения признака. Из принимаемых значений xi проводят перпендикуляры, длины которых пропорциональны частотам mi, затем концы соседних перпендикуляров соединяют отрезками прямых. Это полигон для дискретных вариационных рядов.
Пример. На телефонной станции проводились наблюдения над числом Х неправильных соединений в минуту. Наблюдения в течение часа дали следующие результаты:

	Число в мин (xi)
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	7
	

	Частоты (mi)
	8
	17
	16
	10
	6
	2
	1
	(=60
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Гистограмма строится только для интервального вариационного ряда (группированной выборки). На каждом из интервалов значений как на основании, строят прямоугольник с высотой, пропорциональной mi. Если середины верхних сторон прямоугольников соединить отрезками прямых, а концы этой ломаной ещё соединить с серединами соседних интервалов, частоты которых равны 0, а длина равна длине соседнего интервала, то получим полигон интервального ряда.
Пример. 

	Выработка продавцов
	Число продавцов
	В процентах к итогу
	Кумулятивная (накопленная) численность
	Накопленная относительная частота

	80-100
	5
	10
	5
	0,1

	100-120
	10
	20
	15 (5+10)
	0,3

	120-140
	20
	40
	35 (15+20)
	0,7

	140-160
	10
	20
	45 (35+10)
	0,9

	160-180
	5
	10
	50 (45+5)
	1

	итого
	50
	100
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Кумулята – график накопленных частот, сглаженное графическое изображение эмпирической функции распределения. При построении кумуляты в точке, соответствующей принимаемому значению, для дискретного ряда и в правом конце интервала для интервального ряда строится перпендикуляр, высота которого пропорциональна накопленной частоте, затем верхние концы перпендикуляров соединяются между собой с помощью прямолинейных отрезков.

 «Накопленные частоты» - это и есть значения эмпирической функции распределения, а кумулята – её сглаженное графическое изображение.
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Пусть x1, x2, …, xn – данные наблюдений над случайной величиной X. Средним арифметическим наблюдаемых значений случайной величины X называется частное от деления суммы всех этих значений на их число:
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 (1).

Если данные наблюдений представлены в виде дискретного ряда, где x1, x2, …, xn – наблюдаемые варианты, а m1, m2, …, mn – соответствующие им частоты, причём 
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, то, по определению,
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 (2).

Вычисленное по данной формуле среднее арифметическое называется взвешенным, так как частоты mi называются весами, а операция умножения xi  на mi – взвешиванием.

Для интервального вариационного ряда за xi  принимают середину i-го интервала, а за mi  - соответствующую интервальную частоту:


[image: image445.wmf]i

k

i

k

i

i

i

i

k

i

i

i

p

x

n

m

x

n

m

x

X

ˆ

1

1

1

å

å

å

=

=

=

=

=

=

 (3).

Основные свойства среднего арифметического:

1. Среднее арифметическое алгебраической суммы соответствующих друг другу значений равна алгебраической сумме средних арифметических:
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2. Если ряд наблюдений состоит из двух непересекающихся групп наблюдений, то среднее арифметическое всего ряда наблюдений равно взвешенному среднему арифметическому групповых средних, причём весами являются объёмы соответствующих групп:
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3. Среднее арифметическое постоянной равно самой постоянной:
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4. Постоянную можно выносить за знак среднего арифметического:
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5. Сумма отклонений результатов наблюдений от их среднего арифметического равна нулю:
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6. Если все результаты наблюдений увеличить (уменьшить) на одно и то же число, то среднее арифметическое увеличится (уменьшится) на то же число:


[image: image451.wmf]C

X

C

X

Z

±

=

±

=


7. Если все частоты вариантов умножить на одно и то же число, то среднее арифметическое не изменится.

Выборочной дисперсией значений случайной величины X называется средне арифметическое квадратов отклонений наблюдаемых значений этой величины от их среднего арифметического:
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Если данные наблюдений представлены в виде дискретного ряда, где x1, x2, …, xn – наблюдаемые варианты, а m1, m2, …, mn – соответствующие им частоты, причём 
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, то выборочная дисперсия определяется формулой:
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Используя равенство 
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, последнюю формулу можно представить в виде:
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Дисперсия, вычисленная по формулам 5 и 6, называется взвешенной выборочной дисперсией.
Основные свойства выборочной дисперсии:

1. Дисперсия постоянной равна нулю: 
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2. Если все результаты наблюдений увеличить (уменьшить) на одно и то же число С, то дисперсия не изменится: 
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3. Если все результаты наблюдений умножить на одно и то же число С, то имеет место равенство: 
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4. Если все частоты вариантов умножить на одно и то же число, то выборочная дисперсия не изменится.

5. Выборочная дисперсия равна разности между средним арифметическим квадратов наблюдений над случайной величиной X и квадратом её среднего арифметического: 
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Пример 1. По данным, приведённым в таблице, вычислить среднее арифметическое и дисперсию числа неправильных соединений в минуту.

	Индекс
	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	Число неправильных соединений в минуту
	xi
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	7

	Частота
	mi
	8
	17
	16
	10
	6
	2
	1

	частость
	
[image: image461.wmf]i

p

ˆ


	8/60
	17/60
	16/60
	10/60
	6/60
	2/60
	1/60


Решение. Среднее арифметическое вычислим по формуле 2: 
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 Дисперсию вычисляем по формуле 5: 
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Пример 2. По данным, приведённым в таблице, вычислить среднее арифметическое  и дисперсию диаметра валика.
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Решение. Среднее арифметическое вычислим по формуле 3: 
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Дисперсию вычисляем по формуле 6:
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ЗАДАНИЕ.  Выполнить одно из приведенных заданий.
1. Партия деталей для оборудования завода распределена по ящикам, имеющим одинаковый вес (нетто). Из каждого ящика на выборку берется по одной детали и определяется ее масса. Известно, что дисперсия по каждому из ящиков не превышает 4.Установить , при каком числе ящиков отклонение среднего выборочного веса детали от общего средней массе не менее чем на 0,2 кг определяется вероятностью, превышающей 0,95.
2. При  штамповке  пластинок из  пластмассы  по данным  ОТК брак составляет 3 %. Найти вероятность того, что при просмотре партии в 1000пластинок выявится   отклонение   от   установленного процента брака меньше чем на 1 %.
3. Для каждой из 1500 независимых случайных величин дисперсия не превышает Определить вероятность того, что отклонение средней арифметической этих случайных величин от средней арифметической их математических ожиданий не превышает (по своей абсолютной величине) числа 0,4.
4. Известно, что дисперсия каждой из данных независимых случайных величин не превышает 4. Найти то число этих величин, при котором вероятность отклонения их средней арифметической от средней арифметической их математического ожидания не более чем на 0,25 превысит 0,99.
5. Для определения средней урожайности на участке площадью в 1800 га взято на выборку по 1 м" с каждого га. Известно, что дисперсия по всему участку не превышает 4,5. Оценить вероятность того, что средняя выборочная урожайность будет отличаться от средней урожайности по всему участку не более чем на 0,25 ц.
6. Вероятность положительного исхода отдельного испытания р=0,8. Определить вероятность того, что при 1 000 независимых испытаний    отклонение    частоты    положительных    исходов  от вероятности   при   отдельном   испытании по всей абсолютной величине будет меньше 0,05. 6.
7. Начиная с какого числа n независимых испытаний имеет место вероятность 
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8. Сколько следует провести независимых испытаний, чтобы т вероятность выполнения неравенства 
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 превысила 0,78, если вероятность появления данного события в отдельном испытании 
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9. Вероятность наличия зазубрин на металлических брусках, заготовленных для обточки, равна 0,2. Оценить вероятность того,что в партии из 1000 брусков отклонение числа пригодных брусков от 800 не превышает 5 %.

10. Завод выпускает первосортные изделия с вероятностью 0,9. Определить минимальное  количество  изделий, которое  следует проверить, чтобы с вероятностью 0,95 частоты первосортных изделий отличалась от вероятности 0,9 не более чем на 0,01.
Вариант 1.

№ 1. Для выборки 7,-7,2,7,7,5,5,7,5,-7 определите: а) размах выборки; б) объём выборки; в)статистический ряд; г) выборочное распределение; д) полигон частот; е) выборочное среднее; ж)выборочную дисперсию; з) несмещенную выборочную дисперсию.

№ 2. Построить гистограмму частот по данному распределению выборки.

	Номер интервала
	Частичный интервал
	Сумма частот

	1
	10-15
	2

	2
	15-20
	4

	3
	20-25
	8

	4
	25-30
	4

	5
	30-35
	2


Замечание. Найти предварительно плотность частоты для каждого интервала.

Вариант 2.

№ 1. Для выборки 5,2,8,-2,5,-2,0,0,8,5 определите: а) размах выборки; б) объём выборки; в)статистический ряд; г) выборочное распределение; д) полигон частот; е) выборочное среднее; ж)выборочную дисперсию; з) несмещенную выборочную дисперсию.

№ 2. Построить гистограмму частот по данному распределению выборки.

	Номер интервала
	Частичный интервал
	Сумма частот

	1
	2-5
	6

	2
	5-8
	7

	3
	8-11
	4

	4
	11-14
	5

	5
	14-17
	3


Замечание. Найти предварительно плотность частоты для каждого интервала.

Вариант 3.

№ 1. Для выборки 1,9,2,1,1,5,5,1,5,9 определите: а) размах выборки; б) объём выборки; в)статистический ряд; г) выборочное распределение; д) полигон частот; е) выборочное среднее; ж)выборочную дисперсию; з) несмещенную выборочную дисперсию.

№ 2. Построить гистограмму частот по данному распределению выборки.

	Номер интервала
	Частичный интервал
	Сумма частот

	1
	2-7
	5

	2
	7-12
	10

	3
	12-17
	25

	4
	17-22
	6

	5
	22-27
	4


Замечание. Найти предварительно плотность частоты для каждого интервала.

Вариант 4.

№ 1. Для выборки 15,10,2,15,15,5,5,15,5,10 определите: а) размах выборки; б) объём выборки; в)статистический ряд; г) выборочное распределение; д) полигон частот; е) выборочное среднее; ж)выборочную дисперсию; з) несмещенную выборочную дисперсию.

№ 2. Построить гистограмму частот по данному распределению выборки.

	Номер интервала
	Частичный интервал
	Сумма частот

	1
	3-5
	4

	2
	5-7
	6

	3
	7-9
	20

	4
	9-11
	40

	5
	11-13
	20

	6
	13-15
	4

	7
	15-17
	6


Замечание. Найти предварительно плотность частоты для каждого интервала.

Контрольные вопросы

1. Дайте определение вариационного ряда.

2. Что называется размахом выборки?

3. Как для данной выборки получают статистический ряд и выборочное распределение?

4. Какие графические изображения выборок вы знаете?

5. Чему равна площадь гистограммы относительных частот?

6. Дайте определение выборочного среднего.

7. Дайте определение выборочной дисперсии.

8. Как связаны между собой выборочная дисперсия и несмещенная выборочная дисперсия?

Практическое занятие №12 – 13 
Тема: Графы, операции над графами. Решение задач с помощью графов.
Цель занятия: усвоение таких понятий, как граф, вершины и ребра графа, ориентированный и неориентированный граф, мультиграф, псевдограф, смежность, инцидентность, изоморфизм, матрицы смежности и инцидентности, двудольный граф, полный граф, подграф, степень вершины.
Пояснение к работе

Элементы графа

Граф G – это совокупность двух множеств: непустого множества вершин V = {v1, v2, ..., vn} и множества ребер (дуг) Е = {е1, е2, ..., еn}. Таким образом, G = (V, Е), V ( (, Е ( V × V.

Если (v1, v2) – упорядоченная пара (т. е. дуга), то v1 называется началом, a v2 – концом дуги е. Если {v1, v2} – неупорядоченная пара, то ребро е называется неориентированным. Всякому графу G можно поставить в соответствие соотнесенный неориентированный граф G с теми же множествами V и Е и инцидентностями, но все пары неупорядоченные. Такой граф называется ассоциированным. Вершина, не инцидентная ни одному ребру, называется изолированной. Вершина, инцидентная ровно одному ребру, и само это ребро называются концевыми или висячими. Ребро с совпадающими концами называется петлей. Две вершины, инцидентные одному и тому же ребру, называются смежными. Два ребра, инцидентные одной и той же вершине, называются смежными. Ребра, которым поставлена в соответствие одна и та же пара вершин, называются кратными или параллельными.

Граф, содержащий кратные ребра, называется мультиграфом. Неориентированное ребро графа эквивалентно двум противоположно направленным дугам, соединяющим те же самые вершины. Граф с кратными ребрами и петлями называется псевдографом.
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Рис. 1

На рис. 1 изображены: ориентированный псевдограф, имеющий 7 вершин и 6 дуг, и неориентированный мультиграф, имеющий 4 вершины и 5 ребер. Проиллюстрируем некоторые введенные понятия.

Для орграфа (рис. 1а): v1, v2, v3, v4, v5, v6 , v7 – вершины (узлы); v5 – изолированная вершина; v1, v4 – концевые (висячие) вершины; v2 и v3, v2 и v1 – пары соседних вершин; е1, е2, е3, е4, е5, е6 – ориентированные ребра (дуги); е2 и е3 – параллельные (кратные) дуги; е2 и е1 – смежные дуги; е6 –петля для орграфа.

Для графа (рис. 1б): v1, v2, v3, v4 – вершины; v4 – концевая (висячая) вершина; v2 и v3, v2 и v1 – пары соседних вершин; е1, е2, е3, е4, е5 – ребра (дуги); е4 и е5 – параллельные (кратные) ребра; е2 и е3 – смежные ребра; петель нет.

Способы задания графов

1. Перечисление (список) ребер графа с указанием их концов и добавлением списка изолированных вершин.

2. Матрица смежности A = (aij) определяется одинаково для ориентированного и неориентированного графов. Это квадратная матрица порядка n, где n – число вершин, у которой

aij = 
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Матрицей инцидентности B = (bij) ориентированного графа называется матрица (n ( m), где n  –  число вершин,  m –  число ребер, у которой

 bij =
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Для неориентированного графа матрица инцидентности B задается следующим образом:

bij =
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Петле соответствует элемент, равный 2.
Пример.

Матрицы смежности и инцидентности графа, изображенного на рис. 1а, имеют вид (рис. 2):
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Рис. 2

3. Для наглядности граф представляют в виде геометрического объекта: вершинам соответствуют различные выделенные точки в пространстве (на плоскости), ребрам – отрезки кривых, связывающие вершины.

Рассмотрим некоторые разновидности графов. 

Неориентированный граф G = (V, E)  –  двудольный, если множество его вершин V можно разбить на два такие подмножества V 1 и V 2, что каждое ребро имеет один конец в V 1, а другой в V2. Если же каждая из вершин класса V1 связана ребром с каждой вершиной класса V2, то граф называется полным двудольным и обозначается Кm,n, где m =(V1(, n =(V2(. На рис. 3а изображен двудольный граф, на рис. 3б и 3в – полные двудольные графы К3,2 и К3,3 .

Пример.
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Рис. 3

Полным графом называется граф без кратных ребер (и иногда без петель), в котором любые две вершины соединены ребром (ориентированным или неориентированным). Полный неориентированный граф с n вершинами обозначается Кn. Очевидно, граф Кn содержит n(n - 1)/2 ребер. 

На рис. 4а, 4б и 4в изображены графы К3, К4, К5, соответственно.  На рис. 4г также изображен полный граф.
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Рис. 4
Подграфы

Граф G( = (V(, E() называется подграфом графа G = (V, Е), обозначение: G( ( G, если V( ( V, Е( ( Е и для множеств V' и Е' сохраняются инциденции графа G. При этом, очевидно, каждое ребро из Е' входит в подграф G( вместе со своими концами. Подграф называется собственным, если он отличен от самого графа.

Пример. Графы на рис. 5б и 5в являются подграфами графа на рис. 5а.

           

а                        б                          в

Рис. 5

Изоморфизм графов

Два графа G1 = (V1, E1) и G2 = (V2, E2) изоморфны, если между их вершинами существует взаимно однозначное соответствие (: V1 ( V2  такое, что для любой пары вершин u, v из V1 ребро (u, v) ( Е1 ( ребро (((u), ((v)) ( Е2.

Пример. Графы, изображенные на рис. 6, являются изоморфными.
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Рис. 6

Изоморфные графы отличаются только нумерацией вершин. Матрицы смежности двух изоморфных графов могут быть получены одна из другой перестановкой строк и столбцов. Чтобы узнать, являются ли два графа изоморфными, нужно произвести все возможные перестановки строк и столбцов матрицы смежности одного из графов. Если после какой-нибудь перестановки получится матрица смежности второго графа, то эти графы изоморфны. Чтобы убедиться, что графы неизоморфны, надо выполнить все n! возможных перестановок строк и столбцов.

Степени вершин графа

Степенью вершины v графа G называется число ((v) ребер графа G, инцидентных вершине v. Вершина графа, имеющая степень 0, называется изолированной, а степень 1 – висячей.

В случае неориентированного псевдографа считается, что вклад каждой петли, инцидентной некоторой вершине v, в ((v) равен 2 (тогда как вклад любого другого ребра, инцидентного вершине v, равен 1).

Полустепенью исхода (захода) вершины v орграфа D называется число (+(v) ((-(v)) дуг орграфа D, исходящих из вершины v (входящих в вершину v).

В случае ориентированного псевдографа вклад каждой петли, инцидентной некоторой вершине v, в ((v) равен 1, как в (+(v), так и в (-(v).

Пример.

В графе G (рис. 1б) степень вершины v1 равна четырем, т. е. ((v1) = 4; вершина v4 – висячая, так как ((v4) = 1. В ориентированном псевдографе (рис. 1а) степень вершины v6 равна трем, т. е. ((v6) = (+(v6) + ((-(v6) = 2 + 1 = 3; вершина v1 – висячая, так как ((v1) = 1, вершина v5 – изолированная, так как ((v5) = 0.

Задания

1. Даны реализации графов (рис. 7). Какие это графы? Описать их основные характеристики. Привести примеры элементов графов. 


                    а)


б)

   
               в)

Рис. 7

2. Записать матрицы смежности и инцидентности для неориентированного графа (рис. 7а).

3. Записать матрицы смежности и инцидентности для ориентированного графа (рис. 7б).

4. Изобразить ассоциированный граф для заданного графа (рис. 7б).

5. Изобразить все попарно неизоморфные 4-вершинные графы без петель и кратных ребер. Записать для них матрицы смежности и инцидентности.

6. Построить все попарно неизоморфные 5-вершинные графы, не имеющие петель, кратных ребер и изолированных вершин.

7. Какое из двух утверждений верно: а) ориентированный граф является частным случаем неориентированного графа; б) неориентированный граф является частным случаем ориентированного графа.

8. Перечислить все возможные способы задания графов.

9. Всегда ли матрица смежности симметрична относительно главной диагонали?

10. Как по матрице смежности определить число ребер неориентированного графа?

11. Как по матрице инцидентности, не рисуя граф, определить его матрицу смежности?

12. Может ли матрица 
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 быть матрицей смежности неориентированного графа?

13. Какие из следующих утверждений являются правильными: а) если матрица смежности несимметричная, то граф ориентированный; б) если граф неориентированный, то матрица смежности симметричная; в) если диагональные элементы матрицы смежности – нули, то граф неориентированный?

14. Записать матрицы смежности и инцидентности для ориентированного графа (рис. 7в).

15. Изобразить все попарно неизоморфные ориентированные псевдографы, содержащие: а) 2 вершины и 2 дуги; б) 3 вершины и 4 дуги; в) 4 вершины и 3 дуги.

16. Изобразить ассоциированный граф для заданного графа (рис. 7в).

17. Чему равны степени вершин для ориентированного и неориентированного графов?

18. Определить степени вершин орграфа (рис. 1а). Есть ли в заданном графе изолированные и висячие вершины?

19. Определить степени вершин в заданных графах (рис. 7).

20. Даны реализации графов (рис. 7). Какие это графы? Привести примеры смежных вершин и смежных ребер.

Контрольные вопросы:

1. Что называется графом? Ориентированным графом? Приведите примеры.

2. Перечислите и сформулируйте основные понятия, связанные с неориентированными графами.

3. Перечислите основные понятия, связанные с орграфами.

4. Какие два графа называются изоморфными.

5. Что называется маршрутом, циклом, путем и цепью графа.

6. Сформулируйте понятие связности графа.

7. Дайте определение эйлерова графа.

8. Какой граф называют гамильтоновым?

9. Дайте понятие дерева и перечислите его свойства.

10. Перечислите операции над графами.

11. Перечислите способы задания графов.

12. В чем состоит аналитический способ задания графа?

13. В чем состоит геометрический способ задания графа?

14. В чем состоит матричный способ задания графа?

15. Какая матрица называется матрицей смежности графа?

16. Какая матрица называется матрицей инцидентности графа?
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Таблица значений функции 
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Приложение 2

Таблица значений функции 
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Приложение 3
Таблица критических точек распределения 
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Лист1

				0		1		2		3		4		5		6		7		8		9

		0		0.3989		0.3989		0.3989		0.3988		0.3986		0.3984		0.3982		0.3980		0.3977		0.3973

		0.1		0.3970		0.3965		0.3961		0.3956		0.3951		0.3945		0.3939		0.3932		0.3925		0.3918

		0.2		0.3910		0.3902		0.3894		0.3885		0.3876		0.3867		0.3857		0.3847		0.3836		0.3825

		0.3		0.3814		0.3802		0.3790		0.3778		0.3765		0.3752		0.3739		0.3725		0.3712		0.3697

		0.4		0.3683		0.3668		0.3653		0.3637		0.3621		0.3605		0.3589		0.3572		0.3555		0.3538

		0.5		0.3521		0.3503		0.3485		0.3467		0.3448		0.3429		0.3410		0.3391		0.3372		0.3352

		0.6		0.3332		0.3312		0.3292		0.3271		0.3251		0.3230		0.3209		0.3187		0.3166		0.3144

		0.7		0.3123		0.3101		0.3079		0.3056		0.3034		0.3011		0.2989		0.2966		0.2943		0.2920

		0.8		0.2897		0.2874		0.2850		0.2827		0.2803		0.2780		0.2756		0.2732		0.2709		0.2685

		0.9		0.2661		0.2637		0.2613		0.2589		0.2565		0.2541		0.2516		0.2492		0.2468		0.2444

		1		0.2420		0.2396		0.2371		0.2347		0.2323		0.2299		0.2275		0.2251		0.2227		0.2203

		1.1		0.2179		0.2155		0.2131		0.2107		0.2083		0.2059		0.2036		0.2012		0.1989		0.1965

		1.2		0.1942		0.1919		0.1895		0.1872		0.1849		0.1826		0.1804		0.1781		0.1758		0.1736

		1.3		0.1714		0.1691		0.1669		0.1647		0.1626		0.1604		0.1582		0.1561		0.1539		0.1518

		1.4		0.1497		0.1476		0.1456		0.1435		0.1415		0.1394		0.1374		0.1354		0.1334		0.1315

		1.5		0.1295		0.1276		0.1257		0.1238		0.1219		0.1200		0.1182		0.1163		0.1145		0.1127

		1.6		0.1109		0.1092		0.1074		0.1057		0.1040		0.1023		0.1006		0.0989		0.0973		0.0957

		1.7		0.0940		0.0925		0.0909		0.0893		0.0878		0.0863		0.0848		0.0833		0.0818		0.0804

		1.8		0.0790		0.0775		0.0761		0.0748		0.0734		0.0721		0.0707		0.0694		0.0681		0.0669

		1.9		0.0656		0.0644		0.0632		0.0620		0.0608		0.0596		0.0584		0.0573		0.0562		0.0551

		2		0.0540		0.0529		0.0519		0.0508		0.0498		0.0488		0.0478		0.0468		0.0459		0.0449

		2.1		0.0440		0.0431		0.0422		0.0413		0.0404		0.0396		0.0387		0.0379		0.0371		0.0363

		2.2		0.0355		0.0347		0.0339		0.0332		0.0325		0.0317		0.0310		0.0303		0.0297		0.0290

		2.3		0.0283		0.0277		0.0270		0.0264		0.0258		0.0252		0.0246		0.0241		0.0235		0.0229

		2.4		0.0224		0.0219		0.0213		0.0208		0.0203		0.0198		0.0194		0.0189		0.0184		0.0180

		2.5		0.0175		0.0171		0.0167		0.0163		0.0158		0.0154		0.0151		0.0147		0.0143		0.0139

		2.6		0.0136		0.0132		0.0129		0.0126		0.0122		0.0119		0.0116		0.0113		0.0110		0.0107

		2.7		0.0104		0.0101		0.0099		0.0096		0.0093		0.0091		0.0088		0.0086		0.0084		0.0081

		2.8		0.0079		0.0077		0.0075		0.0073		0.0071		0.0069		0.0067		0.0065		0.0063		0.0061

		2.9		0.0060		0.0058		0.0056		0.0055		0.0053		0.0051		0.0050		0.0048		0.0047		0.0046

		3		0.0044		0.0043		0.0042		0.0040		0.0039		0.0038		0.0037		0.0036		0.0035		0.0034

		3.1		0.0033		0.0032		0.0031		0.0030		0.0029		0.0028		0.0027		0.0026		0.0025		0.0025

		3.2		0.0024		0.0023		0.0022		0.0022		0.0021		0.0020		0.0020		0.0019		0.0018		0.0018

		3.3		0.0017		0.0017		0.0016		0.0016		0.0015		0.0015		0.0014		0.0014		0.0013		0.0013

		3.4		0.0012		0.0012		0.0012		0.0011		0.0011		0.0010		0.0010		0.0010		0.0009		0.0009

		3.5		0.0009		0.0008		0.0008		0.0008		0.0008		0.0007		0.0007		0.0007		0.0007		0.0006

		3.6		0.0006		0.0006		0.0006		0.0005		0.0005		0.0005		0.0005		0.0005		0.0005		0.0004

		3.7		0.0004		0.0004		0.0004		0.0004		0.0004		0.0004		0.0003		0.0003		0.0003		0.0003

		3.8		0.0003		0.0003		0.0003		0.0003		0.0003		0.0002		0.0002		0.0002		0.0002		0.0002

		3.9		0.0002		0.0002		0.0002		0.0002		0.0002		0.0002		0.0002		0.0002		0.0001		0.0001

		4		0.0001		0.0001		0.0001		0.0001		0.0001		0.0001		0.0001		0.0001		0.0001		0.0001

		4.1		0.0001		0.0001		0.0001		0.0001		0.0001		0.0001		0.0001		0.0001		0.0001		0.0001

		4.2		0.0001		0.0001		0.0001		0.0001		0.0000		0.0000		0.0000		0.0000		0.0000		0.0000
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Лист1

				0		1		2		3		4		5		6		7		8		9

		0		-0.0000		0.0040		0.0080		0.0120		0.01595		0.0199		0.0239		0.0279		0.0319		0.0359

		0.1		0.0398		0.0438		0.0478		0.0517		0.05567		0.0596		0.0636		0.0675		0.0714		0.0753

		0.2		0.0793		0.0832		0.0871		0.0910		0.09483		0.0987		0.1026		0.1064		0.1103		0.1141

		0.3		0.1179		0.1217		0.1255		0.1293		0.13307		0.1368		0.1406		0.1443		0.1480		0.1517

		0.4		0.1554		0.1591		0.1628		0.1664		0.17003		0.1736		0.1772		0.1808		0.1844		0.1879

		0.5		0.1915		0.1950		0.1985		0.2019		0.20540		0.2088		0.2123		0.2157		0.2190		0.2224

		0.6		0.2257		0.2291		0.2324		0.2357		0.23891		0.2422		0.2454		0.2486		0.2517		0.2549

		0.7		0.2580		0.2611		0.2642		0.2673		0.27035		0.2734		0.2764		0.2794		0.2823		0.2852

		0.8		0.2881		0.2910		0.2939		0.2967		0.29955		0.3023		0.3051		0.3078		0.3106		0.3133

		0.9		0.3159		0.3186		0.3212		0.3238		0.32639		0.3289		0.3315		0.3340		0.3365		0.3389

		1		0.3413		0.3438		0.3461		0.3485		0.35083		0.3531		0.3554		0.3577		0.3599		0.3621

		1.1		0.3643		0.3665		0.3686		0.3708		0.37286		0.3749		0.3770		0.3790		0.3810		0.3830

		1.2		0.3849		0.3869		0.3888		0.3907		0.39251		0.3944		0.3962		0.3980		0.3997		0.4015

		1.3		0.4032		0.4049		0.4066		0.4082		0.40988		0.4115		0.4131		0.4147		0.4162		0.4177

		1.4		0.4192		0.4207		0.4222		0.4236		0.42507		0.4265		0.4279		0.4292		0.4306		0.4319

		1.5		0.4332		0.4345		0.4357		0.4370		0.43822		0.4394		0.4406		0.4418		0.4429		0.4441

		1.6		0.4452		0.4463		0.4474		0.4484		0.44950		0.4505		0.4515		0.4525		0.4535		0.4545

		1.7		0.4554		0.4564		0.4573		0.4582		0.45907		0.4599		0.4608		0.4616		0.4625		0.4633

		1.8		0.4641		0.4649		0.4656		0.4664		0.46712		0.4678		0.4686		0.4693		0.4699		0.4706

		1.9		0.4713		0.4719		0.4726		0.4732		0.47381		0.4744		0.4750		0.4756		0.4761		0.4767

		2		0.4772		0.4778		0.4783		0.4788		0.47932		0.4798		0.4803		0.4808		0.4812		0.4817

		2.1		0.4821		0.4826		0.4830		0.4834		0.48382		0.4842		0.4846		0.4850		0.4854		0.4857

		2.2		0.4861		0.4864		0.4868		0.4871		0.48745		0.4878		0.4881		0.4884		0.4887		0.4890

		2.3		0.4893		0.4896		0.4898		0.4901		0.49036		0.4906		0.4909		0.4911		0.4913		0.4916

		2.4		0.4918		0.4920		0.4922		0.4925		0.49266		0.4929		0.4931		0.4932		0.4934		0.4936

		2.5		0.4938		0.4940		0.4941		0.4943		0.49446		0.4946		0.4948		0.4949		0.4951		0.4952

		2.6		0.4953		0.4955		0.4956		0.4957		0.49585		0.4960		0.4961		0.4962		0.4963		0.4964

		2.7		0.4965		0.4966		0.4967		0.4968		0.49693		0.4970		0.4971		0.4972		0.4973		0.4974

		2.8		0.4974		0.4975		0.4976		0.4977		0.49774		0.4978		0.4979		0.4979		0.4980		0.4981

		2.9		0.4981		0.4982		0.4982		0.4983		0.49836		0.4984		0.4985		0.4985		0.4986		0.4986

		3		0.49865		0.49869		0.49874		0.49878		0.49882		0.49886		0.49889		0.49893		0.49896		0.49900

		3.1		0.49903		0.49906		0.49910		0.49913		0.49916		0.49918		0.49921		0.49924		0.49926		0.49929

		3.2		0.49931		0.49934		0.49936		0.49938		0.49940		0.49942		0.49944		0.49946		0.49948		0.49950

		3.3		0.49952		0.49953		0.49955		0.49957		0.49958		0.49960		0.49961		0.49962		0.49964		0.49965

		3.4		0.49966		0.49968		0.49969		0.49970		0.49971		0.49972		0.49973		0.49974		0.49975		0.49976

		3.5		0.49977		0.49978		0.49978		0.49979		0.49980		0.49981		0.49981		0.49982		0.49983		0.49983

		3.6		0.49984		0.49985		0.49985		0.49986		0.49986		0.49987		0.49987		0.49988		0.49988		0.49989

		3.7		0.49989		0.49990		0.49990		0.49990		0.49991		0.49991		0.49992		0.49992		0.49992		0.49992

		3.8		0.49993		0.49993		0.49993		0.49994		0.49994		0.49994		0.49994		0.49995		0.49995		0.49995

		3.9		0.49995		0.49995		0.49996		0.49996		0.49996		0.49996		0.49996		0.49996		0.49997		0.49997

		4		0.49997		0.49997		0.49997		0.49997		0.49997		0.49997		0.49998		0.49998		0.49998		0.49998

		4.1		0.49998		0.49998		0.49998		0.49998		0.49998		0.49998		0.49998		0.49998		0.49999		0.49999

		4.2		0.49999		0.49999		0.49999		0.49999		0.49999		0.49999		0.49999		0.49999		0.49999		0.49999

		4.3		0.49999		0.49999		0.49999		0.49999		0.49999		0.49999		0.49999		0.49999		0.49999		0.49999

		4.4		0.49999		0.49999		0.50000		0.50000		0.50000		0.50000		0.50000		0.50000		0.50000		0.50000
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Лист1

		Число
степеней										Уровень значимости

		свободы
k		0.01		0.02		0.025		0.05		0.95		0.975		0.99

		1		6.6349		5.4119		5.0239		3.8415		0.0039		0.0010		0.0002

		2		9.2104		7.8241		7.3778		5.9915		0.1026		0.0506		0.0201

		3		11.3449		9.8374		9.3484		7.8147		0.3518		0.2158		0.1148

		4		13.2767		11.6678		11.1433		9.4877		0.7107		0.4844		0.2971

		5		15.0863		13.3882		12.8325		11.0705		1.1455		0.8312		0.5543

		6		16.8119		15.0332		14.4494		12.5916		1.6354		1.2373		0.8721

		7		18.4753		16.6224		16.0128		14.0671		2.1673		1.6899		1.2390

		8		20.0902		18.1682		17.5345		15.5073		2.7326		2.1797		1.6465

		9		21.6660		19.6790		19.0228		16.9190		3.3251		2.7004		2.0879

		10		23.2093		21.1608		20.4832		18.3070		3.9403		3.2470		2.5582

		11		24.7250		22.6179		21.9200		19.6752		4.5748		3.8157		3.0535

		12		26.2170		24.0539		23.3367		21.0261		5.2260		4.4038		3.5706

		13		27.6882		25.4715		24.7356		22.3620		5.8919		5.0087		4.1069

		14		29.1412		26.8727		26.1189		23.6848		6.5706		5.6287		4.6604

		15		30.5780		28.2595		27.4884		24.9958		7.2609		6.2621		5.2294

		16		31.9999		29.6332		28.8453		26.2962		7.9616		6.9077		5.8122

		17		33.4087		30.9950		30.1910		27.5871		8.6718		7.5642		6.4077

		18		34.8052		32.3462		31.5264		28.8693		9.3904		8.2307		7.0149

		19		36.1908		33.6874		32.8523		30.1435		10.1170		8.9065		7.6327

		20		37.5663		35.0196		34.1696		31.4104		10.8508		9.5908		8.2604

		21		38.9322		36.3434		35.4789		32.6706		11.5913		10.2829		8.8972

		22		40.2894		37.6595		36.7807		33.9245		12.3380		10.9823		9.5425

		23		41.6383		38.9683		38.0756		35.1725		13.0905		11.6885		10.1957

		24		42.9798		40.2703		39.3641		36.4150		13.8484		12.4011		10.8563

		25		44.3140		41.5660		40.6465		37.6525		14.6114		13.1197		11.5240

		26		45.6416		42.8558		41.9231		38.8851		15.3792		13.8439		12.1982

		27		46.9628		44.1399		43.1945		40.1133		16.1514		14.5734		12.8785

		28		48.2782		45.4188		44.4608		41.3372		16.9279		15.3079		13.5647

		29		49.5878		46.6926		45.7223		42.5569		17.7084		16.0471		14.2564

		30		50.8922		47.9618		46.9792		43.7730		18.4927		16.7908		14.9535






